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长 期 以 来 ， 分 析 中 的 基 函 数 是 余弦 函数 、 正 弦 函 数 和 虚 指数 
函数 ， 函 数 (22) TX ke 习 构 成 了 空间 LO, 27] 的 一 组 


正 交 基 ( 指 规范 正 交 ， 下 同 ). Fourier 级 数 是 它们 的 线性 组 合 
2 ae .对 它们 的 研究 一 直 是 并 且 仍 然 是 数学 分 析 中 问题 和 发 现 
的 用 之 不 尽 的 源泉 . 之 所 以 问题 多 ， 这 主要 是 因为 缺乏 一 本 好 的 
字典 ， 用 它 可 以 把 函数 的 性 质 翻译 到 它 的 Fourier 系数 上 . 这 里 
有 一 个 例子 说 明 这 个 困难 . J. P. Kahane, Y. Katznekon 和 及. de 
Leeuw 已 经 证 明了 (C150)): 从 任 一 个 平方 可 和 函数 了 (x) 出 
发 ， 为 了 得 到 一 个 连续 函数 g (x)， 只 需 或 者 增 大 f(x) Fourier 
系数 的 模 ， 或 者 保持 它 不 变 并 适当 地 改变 系数 的 位 相 . 因此 不 可 
能 仅 根 据 Fourier 系数 大 小 的 阶 就 预知 函数 的 性 质 (大 小 ， 正 则 
”性 )， 更 清楚 地 认识 这 些 仍然 是 困难 的 ， 许 多 问题 还 有 待 解决 . 
在 80 年 代 初 ， 一 些 科 学 家 就 使 用 了 “小波” 作为 传统 
Fourier 分 析 的 一 个 替代 物 ， 用 这 个 替代 物 可 以 期 待 把 数值 分 析 
做 得 更 简单 ， 并 把 某 些 瞬 时 现象 的 综合 做 得 更 有 力 . J.S. Lienard 
和 X. Rodet( (1673, (206)) 涉及 到 声学 信号 (语言 和 音乐 ) 的 
数值 处 理 ，J. Morlet 的 小 波 (C124)) 则 是 用 来 贮存 和 表示 在 石 
油 勘测 中 收集 到 的 地 震 信 号 ， 从 数学 方面 来 说 ， 探 索 也 在 积极 地 
进行 ， 为 说 明 问 题 ， 我 们 只 要 提 到 R. Coifman 和 G. Weiss 创立 
的 “原子 ”和 “分 子 ” 学 说 就 够 了 ， 这 些 “ 原 子 ” 和 “分 子 ” 构 
成 了 不 同 函 数 空间 的 基 的 组 成 部 分 . 它们 是 很 明确 地 被 确定 的 ， 
对 使 用 者 来 说 ， 又 是 很 简单 的 ， 某 些 原子 分 解 可 以 通过 对 A. 
Calderon 的 一 个 著名 恒等式 的 离散 化 来 得 到 . 而 在 这 个 恒等式 中 ， 
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“小 波 ” 已 经 是 被 隐蔽 地 色 划 出 来 了 ， 这 个 恒等式 后 来 又 被 
Moret 和 他 的 合作 者 们 重新 发 现 …… . 最 后 ，L. Carleson 使 用 
了 非常 像 “ 小 波 ” 的 函数 构造 了 Stein 和 Weiss 的 空间 H' 的 无 条 
件 基 . 

这 些 不 同 的 工作 显示 了 某 种 “和谐 性 ”; 由 此 可 以 看 出 ， 应 
该 而 且 可 以 用 数学 上 有 根据 的 、 又 是 普遍 适用 的 、 有 内 在 联系 的 
理论 把 它们 统一 起 来 ， 本 书 将 要 研究 的 小 波 正 交 基 就 取代 了 
Lienard, Morlet 和 Rodet 的 经 验 “ 小 波 ”. 

正 是 这 些小 波 正 交 基 给 出 了 Coifman M Weiss 所 发 现 的 “ 原 
子 分 解 ”的 一 个 直接 方法 ， 小 波 正 交 基 也 首次 构造 出 了 通常 函数 
空间 的 无 条 件 基 . 小 波 基 是 普遍 适用 的 ; 一 切 准 备 就 绪 , “伸手 
可 得 *， 这 就 是 说 : 函数 或 分 布 是 小 波 级 数 的 和 ， 与 用 Fourier 级 
数 来 做 这 件 事 的 情形 不 同 ， 这 些 级 数 的 系数 以 简单 的 方式 精确 并 
忠实 地 表达 了 这 些 函 数 或 分 布 的 性 质 . 

这 样 ， 人 们 就 有 了 一 个 新 的 工具 ， 用 它 可 以 得 到 以 前 只 有 
用 缺 项 的 或 随机 的 Fourier 级 数 才 能 办 到 的 微妙 的 结构 . 这些 特 
殊 级 数 的 例外 好 的 性 质 现在 变 成 了 一 般 小 波 级 数 的 平凡 性 质 . 

正 交 小 波 级 数 的 分 析 或 综合 方法 将 在 科学 和 技术 的 不 同 领域 
中 起 着 重要 作用 .本 书 第 I 卷 (第 工 章 到 第 WI 章 ) 是 为 所 有 想 
了 解 小 波 的 读者 一 - 数学 家 、 物 理学 家 和 工程 师 们 而 写 的 . 

À HAE I 卷 和 第 亚 卷 是 特意 为 数学 家 们 写 的 ， 它 们 讨论 
与 小 波 有 关 的 算 子 ，G. Weiss 曾 指 出 : 当 一 个 空间 可 以 作 “ 原 子 
分 解 ” 时 ， 对 作用 到 这 个 空间 上 的 算 子 的 研究 就 变 得 很 简单 了 . 
他 写 道 :“ 分 析 中 的 许多 问题 可 自然 地 表述 为 定义 在 函数 或 分 布 
空间 上 的 线性 算 子 的 连续 性 问题 ， 如 果 这 个 问题 可 以 首先 化 为 研 
究 算 子 作 用 到 适当 的 一 类 简单 的 元 上 ， 而 这 些 元 又 以 某 种 方便 的 
形式 生成 整个 空间 的 话 ， 那 么 这 些 问 题 就 可 以 用 很 直接 而 容易 的 
技术 来 解决 当 这 些 “ 简 单 的 元 ”是 三 角 函 数 N, ELE 
有 界 的 ， 并 且 在 这 个 三 角 函 数 系 下 是 对 角 线 化 的 算 子 ， 一 般 地 说 ， 
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除了 由 定义 所 保证 的 平移 不 变性 外 ， 没 有 任何 令 人 感 兴趣 的 性 
质 ， 因 此 重要 的 是 对 算 子 TT 的 特征 值 施加 足够 精确 的 条 件 ， 以 
保证 可 以 延 拓 这 个 算 子 到 其 它 函 数 空间 上 去 . 这 个 方向 上 的 第 一 
个 结果 是 由 Marcinkiewicz 得 到 的 . | 

但 是 ， 在 小 波 基 上 精确 对 角 线 形 的 算 子 或 近似 对 角 线 化 的 算 
子 构 成 了 世上 有 界 算 子 的 一 个 代数 4， 用 著名 的 Calderon 和 
Zygmand 的 实 变 方 法 可 以 把 4 中 的 算 子 延 拓 到 其 它 函 数 空间 上 
E. 这 个 代数 4 在 很 自然 的 意义 上 延 拓 了 擅 微 分 算 子 ， 并 且 它 
是 严格 地 包含 在 À Calderon 已 研究 过 的 算 子 集合 CH. 
A. Calderon 的 研究 工作 导致 了 复 分 析 和 偏 微分 方程 中 若干 问题 
的 解决 . 

这 里 对 集合 C 作 一 点 更 精细 的 说 明 . 它 的 微妙 结构 寅 于 我 
们 称 之 为 “Calderon 计划 ”之 中 .在 与 Zygmund 合作 发 现 了 那 
些 可 以 归 之 于 经 典 伪 微 分 算 子 演算 的 东西 之 后 ，A. Calderon 上 自 
己 打算 尽 可 能 减弱 为 有 效 地 使 用 这 个 算法 所 必要 的 正则 性 条 件 ， 
以 系统 地 扩展 应 用 领域 . 

在 最 少 正 则 性 条 件 的 研究 中 ，Calderon 莫 基 性 的 并 且 是 令 人 
出 乎 意料 的 发 现 是 : 存在 着 一 个 界限 . 存在 一 个 人 们 不 能 超越 的 
“自然 边界 ”在 这 个 范围 之 内 ， 算 子 的 延 拓 不 过 是 某 个 Banach 
空间 上 全 纯 函 数 的 解析 延 拓 -我们 将 在 第 讲 章 证 明 它 . 

本 书 第 如 章 到 第 XI 章 研究 Calderon 计划 中 算 子 集合 C 的 构 
造 . 我 们 把 它 叫 做 Calderon—Zygmund 算 子 ， 虽 然 它 很 不 同 于 
Calderon 和 Zygmund 在 50-60 年 代 曾 研究 过 的 “历史 上 的 算 
F”. 

完全 同 这 些 “ 历 史上 的 算 子 ”一 样 ， 我 们 将 要 讨论 的 算 子 在 
某 种 新 的 意义 上 可 以 借助 于 奇异 积分 来 定义 ， RINKAAV 章 
仔细 讨论 它 . 为 了 不 仅 限 于 考虑 卷 积 算 子 的 情形 ， 必 须 给 出 L 
连续 性 的 判别 准则 . 缺 了 它 ， 这 个 理论 就 会 象 沙 浴 上 的 城堡 一 样 
倒塌 下 来 ， 这 个 判别 准则 之 一 就 是 David 和 Journé 的 重要 的 
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TQ) 定理 . 我们 将 在 第 姬 EERE. TH 定理 代替 了 Fourier 
变换 ， 而 使 用 Fourier 变换 本 质 上 只 限于 卷 积 算 子 . 

尽管 TH 定理 是 充分 必要 条 件 ， 然 而 不 幸 的 是 它 还 不 能 直 
接 用 到 最 令 人 感 兴趣 的 Calderon 计划 里 的 集合 C 中 的 算 子 上 
E. 我 们 不 知道 这 是 为 什么 ， 然 而 这 些 算 子 具有 很 特殊 的 非 线性 
结构 ， 正 确 地 了 解 非 线 性 ， 我 们 就 可 以 从 借助 于 David 和 Journé 
的 TU) 定理 而 得 到 的 “局 部 性 ”结果 过 渡 到 有 效 地 执行 Calderon 
计划 所 要 求 的 “整体 性 ”定理 . 

ER BHAT 卷 及 第 工 卷 的 第 区 章 ， 我 们 将 介绍 Caideron 
计划 的 最 优美 的 应 用 . 首先 是 Calderon 的 著名 的 精确 伪 微 分 演 
算 ， 它 现在 对 非 线 性 偏 微 分 方程 有 着 很 有 意义 的 应 用 . 

然后 我 们 回 到 复 平面 上 与 Lipschitz 域 有 关 的 Hardy 空间 和 复 
分 析 的 讨论 . BV 章 的 课题 是 研究 可 求 长 曲线 上 的 Cauchy 算 
F. 接 下 来 讨论 Kato 问题 ， 即 确定 增殖 的 二 阶 微分 算 子 的 平方 
根 算 子 的 定义 域 . 

往 后 我 们 介绍 B. Dahlberg, D. Jerison, C. Kenig 和 G. 
Verchota 关于 Lipschitz 域 上 Dirichlet 问题 和 Neumann 问题 . 

最 后 ， 本 书 以 简短 介绍 J M. Bony 的 仿 微 分 算 子 而 结束 . 
仿 微 分 算 子 可 用 于 分 析 非 线性 偏 微分 方程 . 

小 波 以 突然 的 方式 作为 某 个 伪 微 分 算 子 的 特征 值 再 次 出 现 . 
经 过 正确 地 改写 ， 它 又 出 现在 Lipschitz 曲线 上 Hardy 空间 和 
Cauchy 算 子 的 研究 中 .这 个 算 子 在 为 这 种 曲线 上 的 复 分 析 而 构 
造 的 一 组 特殊 的 小 波 基 下 是 “几乎 对 角 线 化 的 ”( 第 页 章 )、 为 
适应 各 种 几何 情形 而 构造 小 波 基 是 足够 灵活 的 ， 实 际 上 ， 不 存在 
一 种 可 以 用 来 分 析 所 有 Calderon 的 C 集 合 的 算 子 的 普遍 适用 
的 基 . 

J. O. Stiomberg 是 对 任意 整数 m 构造 出 VA WH to 
Xe Y (x-k) (j E Z, k E€ 了 乙 的 一 组 正 交 基 的 第 一 个 人 .这 里 函数 
w(x) 属于 C"， 并 且 它 在 无 穷 远 处 是 指数 下 降 的 . 
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以 后 的 关于 小 波 正 交 基 的 工作 没有 走 Stromberg HH. EA 
质 上 属于 I. Daubechies, P. G. Lemarié, S. Mallat 和 作者 本 人 
这 些 工 作 已 仔细 地 给 出 了 完整 的 证 明 . 

至 于 算 子 ，Calderon，Zygmund 和 Cotlar 的 重要 结果 将 在 第 
VE 章 中 用 由 集合 C 所 构造 的 一 种 新 的 方式 来 讲述 . 

读者 在 阅读 本 书后 半 部 分 时 ， 经 常 遇 到 的 是 下 列 各 位 的 名 
字 : J. M. Bony, G. David, P. Jones, J. L. Journé, C. Kenig, 
T. Murai AS. Semmes. 

本 书 分 为 三 卷 是 为 使 它 适 应 各 类 读者 .如 我 已 经 指出 的 ， 人 
们 可 以 仅 读 第 I 卷 ， 它 是 关于 小 波 实际 知识 的 要 点 . 然而 读者 
亦 可 直接 进入 第 I 卷 (Calderon 一 Zygmund 算 子 ) 而 仅仅 从 前 六 
章 各 章 的 引言 中 去 认识 小 波 ， 最 后 ， 读 者 可 以 毫 不 犹 列 地 进入 第 
I 卷 的 第 XH 章 、 第 XII 章 、 第 XIV 章 和 第 XV 章 ， 因 为 它们 
中 的 每 一 章 都 是 独立 的 、 结 构 紧 密 的 课题 ( 复 分 析 、Banach 4 
间 上 全 纯 泛 函 、Kato 理论 、Lipschitz 域 上 椭圆 偏 微分 方程 、 以 
及 非 线 性 偏 微分 方程 )， 而 联系 这 些 不 同 课题 的 线索 则 显然 是 小 
波 在 Calderon 计划 中 的 算 子 理论 的 运用 . 

本 书 的 水 平 适 用 于 法 国 攻 读 第 三 阶段 博士 第 一 年 的 学 生 . 我 
们 已 在 法 国 和 美国 各 类 工程 师 和 数学 家 中 试用 过 它 。 本 书 作 为 讲 
义 不 要 求 预先 学 过 E. M. Stein 的 (2177 以 及 E. M. Stein 和 和 
G. Weiss 合 著 的 (221) 这 些 名 著 ， 也 不 要 求学 过 Carcia Cuerva 
和 Rubio de Francia 的 书 (115)， 但 请 不 要 忘记 Zygmund 写 的 
基本 参考 书 (239). 

R. Coifman 曾 帮助 我 认识 到 Calderon 计划 的 重要 性 . 自从 
1974 夏 ， 我 们 一 直 合 作 致 力 于 实现 这 个 计划 . 本 书 是 我 们 计划 
的 一 部 分 ， 如 果 说 本 著作 与 它 一 开始 的 样子 相 比 变化 颇 多 的 话 ， 
这 完全 要 归功 于 我 们 的 真诚 与 热忱 的 相互 交流 ， 归 功 于 年 轻 的 探 
索 者 们 对 问题 给 出 了 比 我 们 的 预想 漂亮 得 多 的 解答 . 
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现在 可 以 用 小 波 级 数 更 有 效 地 、 更 简单 地 分 析 函 数 或 分 布 ， 
这 以 前 是 用 Fourier 积分 或 Fourier 级 数 来 进行 研究 的 ， 然而， 小 
波 分 析 不 能 完全 取代 Fourier 分 析 ， 事实 上 ，Fourier 分 析 对 构造 
小 波 分 析 中 不 可 缺少 的 小 波 正 交 基 起 了 很 大 的 作用 .为 构造 小 波 
基 ， 人 们 应 用 了 许多 Fourier 分 析 中 的 有 效 手 法 ， 比 如 它 的 代数 
形式 . 一 旦 小 波 被 构造 出 来 ， 就 可 以 很 好 地 用 于 那些 领域 ， 其 
中 ， 如 果 用 Fourier 级 数 或 积分 来 解决 问题 就 要 求 很 高 的 技巧 ， 
REREH. 

这 两 种 分 析 看 来 更 多 是 互相 补充 而 不 是 互相 排斥 的 .具备 
Fourier 分 析 基 本 知识 的 读者 阅读 本 书 是 不 会 失望 的 . 

在 第 I 章 中 ， 我 们 收集 了 Fourier 分 析 的 经 典 的 公式 和 定 
理 , 同样 ， 本 章 也 是 本 书 论 题 《小 波 和 算 子 》) 的 开始 ， 本 书 
标题 大 家 已 知道 了 . | 


2. Fourier 级 数 


Fourier 级 数 用 于 分 析 27 HA AS RSR SF. RIRE 
虑 一 个 实 变量 的 情况 并 假设 周期 是 27. 
我 们 从 表现 最 好 的 函数 开始 . BL H RR Hilbert 空间 L (0, 


2%), ERALPMAHEBHX (f 9) -| fœ gx) dx. BAR 


— .7 一 


-l ikx —. ° 4 
Me ef (ke 到 就 构成 了 本 的 一 组 Hilbert AE. HU Be 


变 一 下 ， 我 们 定义 fe HR Be 


27 
l —ikx 
C 一 37 | 709 e "dx. (2.1) 


RTE HMR OL. A 
f(x) =), ce. (2.2) 


等 式 (22) 自动 地 给 出 了 fe€ VO, 22) 到 整个 实 直 线 的 一 
ME. 这 个 延 拓 在 [0, 27] 上 的 限制 恰恰 就 是 函数 f(x)， 并 
且 它 具有 周期 2r. Kis] [0, 2%) 对 离散 子 群 ?rzS 民 是 基本 的 
定义 域 . 周期 是 2r 的 (局 部 ) 平方 可 和 函数 等 同 于 L (0, 27) 的 
PR. 同样 的 说 明 适 用 于 稍 后 将 要 谈 到 的 空间 LPO, 27). xt 
说 明 不 适用 于 周期 为 27 的 分 布 空间 FCS R). © REFR 
可 微 并 且 具 有 紧 支 集 的 函数 空间 ; M 2 RE (R) 上 连续 线 
HEE BMRA Sl). 如果 对 任何 uw, v € 2 (R) A v)=u(x-27) 
都 有 <S, u) = <S, v》， 则 称 Ses (R) 是 周期 为 2H. KAN 
A le., + > 表示 试验 函数 与 分 布 之 间 配 对 的 双 线 性 形式 . 27 
为 周期 的 分 布 不 是 用 它 在 开 区 间 (0, 27) 上 的 限制 来 刻 划 的 ， 
因为 那样 我 们 就 失去 了 一 些 信息 . 一 个 例子 是 如 下 定义 的 “Dirac 
梳子 ”: | | 

S=2, On. _ C3) 
其 中 0 表示 在 a 点 有 Dirac 质量 . S$S 在 开 区 间 (0, 27) 的 限制 是 
0. M, ROTRA s FAKE [0, 27). 显然 ， 不 能 用 
Fourier 公式 来 定义 一 个 周期 为 27 的 分 布 的 Fourier 系数 . 我 们 


用 下 面 的 方法 绕 过 这 个 困难 . B EELA KI MH AVA 27 为 周 
期 的 函数 组 成 的 向 量 空间 、 如 果 对 任意 $S EF, fe E, ve 9 (R), 
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(S, P = <S, ef). (2.4) 
其 中 
> P (x+2k7) =1 (2.5) 


RL, WRES FERA. ERAN, 2 HIER EX OR 
Z 10,22) 上 的 特征 函数 一 样 ，(2.4) 右 过 的 项 由 于 fE SR) 
而 有 定义 . 这样 也 就 定义 了 (24) WEA. 

验证 (2.4) KAR 9 的 选择 而 改变 是 一 个 练习 ， 作 减法 
后 ， 我 们 运用 等 价 类 ， 模 掉 的 是 ge sR), CWE 


È g (x+2kn)=0 (2.6) 
和 存在 he DR), ， 使 得 
g (x)= AX+27) — h(x). (2.7) 


作为 (2.4) 的 一 种 特殊 情况 ， 我 们 来 定义 任 一 个 周期 为 27 
的 分 布 S AY Fourier 系数 c, (k € Z). Ww e, (x) =e *, e, (x) =e *# 
定义 


_ 1 > | 
a= On CS, e,). (2.8) 


这 时 对 某 个 整数 m € N 和 某 个 常数 c， 有 lasce (+14). À 
性 质 刻 划 了 周期 是 27 的 分 布 的 Fourier 系数 . 最 后 ， 


S 5 Cpe, . (2.9) 
(2.9) 式 右 边 的 级 数 是 在 分 布 意义 下 收敛 的 . 这 表明 : 如 果 
u E 2 (RR 是 一 个 试验 函数 ， 则 


<S, u> =) cd, , a= | u(x) e dx. (2.10) 


(2.10) 式 右 边 的 级 数 是 绝对 收敛 的 ， 这 是 因为 d 在 无 穷 远 是 速 
— 9 — 


KERS, 

在 (29) Ap, EET UER ES FCA WH RERNGS 
IPDS 2' À) Z2HÉKHM. 

mR fe E， 即 f 是 一 个 无 穷 次 可 微 且 以 27 为 周期 的 函数 ， 
设 d, (ke 如 是 (由 (28) 式 定义 的 ) Fourier 系数 ， 则 


<S, f) = 2); c,d, (2.11) 
这 个 等 式 就 是 Plancherel 公式 . 
对 (2.9) 式 逐 项 求 导 ， 就 可 得 到 (在 分 布 意义 上 的 ) 导数 
的 Fourier BR. 
下 面 给 出 这 个 法 则 的 两 个 典型 的 应 用 . 


M “EUR” PRR s(x) 出 发 ， 它 是 周期 为 27 HF HR, 


它 在 [0, 2 ESF TX 


7 s) € L'[0,27), RINA 


s=) L sin nx . (2.12) 


在 对 (2.12) 逐 项 求 导 之 前 ， 先 看 看 周期 为 27 WY HH s (x) 
的 完整 的 图 象 是 有 益 的 . 显然 ， 这 个 函数 在 点 2Kr (k € Z) Rb 
ft. REED ®) 的 分 布 意义 上 逐 项 微分 . s) 的 导数 是 普通 
导数 (常数 1/2) 与 75 的 和 (HPS 是 Dirac 梳子 )， 而 右边 


的 项 是 入 cos nx. FE, | 
D in Ven, (2.13) 

这 就 是 Poison RAAR. 

这 种 讨论 还 有 另 一 个 有 趣 的 应 用 ， 从 周期 为 2x 的 偶 函 数 
1 出发， 其 中 log BARRA. 又 c 属于 
sin x/2] 
L 0, 2%), EW Fourier 级 数 是 
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c (x) =log 


EI — log 2+2 + cos nx. (2.14) 

这 里 有 一 个 初步 的 注 ， 它 将 在 第 VI 章 被 进一步 讨论 . 

设 : H: L 0, 27)— L (0, 27) 是 由 H (e*)=—i signk- e™ 
5 H (1)=0 定义 的 算 子 . 换言之 ，H (os kx)=sin kx (k € ND 及 
H (sin kx)= -œs kx (k>1). 

算 子 HH Hilbert FH. PA, CHL (0, HEH, {8 
不 一 定 是 L* (0, 2%) 连续 的 . BRE, BH s (x) <s L” (0, 22), 
函数 c (x) 不 属于 L, WKAR BRMAKR HO (x)= 一 c(x) 
+log2. 我 们 将 在 第 VW 章 研 究 Calderon 一 Zygmund 算 子 的 (L”， 
BMO) 连续 性 时 再 来 解释 这 个 现象 ， 而 及 是 Calderon 一 Zygmund 
算 子 的 原型 . 

(2.14) 还 有 另 一 个 和 注 . 由 于 log(x) (在 分 布 意义 上 的 ) FR 


是 分 布 V_ P. + , log l 


log 


的 导数 是 周期 为 27 的 分 布 
sin =| 


> V. P. ot, CAMARA TER 2kr ke He, HAE 


l 
2KT — x 


两 个 分 布 的 差 是 一 个 无 穷 次 可 微 的 函数 ， 
对 (2.14) 在 分 布 意义 下 求 导 ， 得 到 


V. P. cotg x/2=2, —i sign ke*=) H(e*) . (2.15) 


与 V. P. 有 同样 的 形式 . 事实 上 ， 在 2Kkz 的 邻 域 ， 这 


这 个 新 的 等 式 有 一 个 重要 的 解释 : BT WBA So S= 


a V. P cotg À 作 卷 积 来 定义 的 ， 两 个 周期 为 2 的 分 布 的 着 


L QW SxT=2n) de, HP S=} ce, T=} de. 3X 


六 主义 又 扩展 了 通常 两 个 周期 为 2x 的 上! (0, 20) 函数 的 卷 积 
f * g， 这 个 眷 积 由 下 式 定 义 : 


Uf * 9) wfs (x— y) g ©) dy, (2.16) 


Hp, Quin SU 27 为 周期 延 拓 到 民 . 
周期 为 2r 的 分 布 构成 的 网 量 空 间 下 应 是 一 个 拓扑 代数 ， 其 
中 乘积 是 用 卷 积 来 定义 的 . 这 个 代数 的 单位 元 是 Dirac 梳子 


È dus se Le RUG. MRS O)= Loe, RIE 


oO 


HY) = >》 一 i sign ke 一 V. P. cotg x/2*f 


1 .: 
=] _ | 
DA pm | f(x —y) cotg y/2 dy. 


我 们 已 经 看 到 算 子 HCARA-TARAD. RAMA 
在 第 WH 章 被 系统 地 发 展 . 

用 Fourier 级 数 分 析 L? [0, 21], HEÆSME FUR 
L? [0, 22} 上 的 分 析 更 微妙 . | 

设 1<p<o, —P mM fe L [0, 27] 的 Fourier 级 数 的 部 


分 和 站 aew HE LE KOE S. 这 是 由 于 Hibert 变换 H E 


L [0, 2xJ(1<p<o) 上 是 连续 的 ， 这 个 变换 在 LL! 以 及 周期 是 27 
的 连续 函数 空间 上 都 不 再 是 连续 的 .结果 是 部 分 和 收敛 定理 在 
p= 二 1 或 p==% 时 不 再 正确 . 

fR 2? 模 不 能 仅 由 了 的 Fourier 系数 的 大 小 来 估计 ， 这 些 系 
数 的 位 相 起 着 不 可 缺少 的 作用 . 这 里 有 两 个 例子 . 


设 史 lof< 吕 ， 那 末 对 几乎 所 有 的 十 号 选择 (它们 是 独立 
的 . 中 心 Bemoulli 变量 )， 变 号 的 Fourier 级 数 2》, 土 ae* 收敛 到 
一 个 函数 ， 它 属于 所 有 的 空间 (2<p<%). AAA È l< 
ALM A (VII) Vie © Le (p=2). 对 符号 所 做 的 选 
择 使 该 级 数 升 到 L? 空 间 去 了 . 


HEAR Due G <x<1). 它 的 和 是 周期 


为 3 的 函数 上 CO， 它 限 制 到 [ -t,x] 上 除 原点 外 是 连续 的 ， 
如 果 x 从 正方 向 趋 于 0, SO) 等 于 co x, 其 中 cdo 是 一 个 非 
FAES. HANH pl-o<1 it, LO RFE [0,27]. $ 


而 ， 相应 的 变 号 级 数 S tre (几乎 一 定 地 ) 定义 了 一 个 连续 


函数 (同样 地 ， mR B<a— — ， WEE B 阶 Holder 函数 ) ， 著 


名 的 Brown 运动 与 随机 的 Fourier 级 数 有 关 (C1499). 
当 人 们 想 计算 一 个 函数 的 LP BY, EES Fourier 系数 的 准 
确 了 解 只 提供 了 一 种 虚幻 的 精确 性 . 人 们 用 精确 分 析 所 有 的 
Fourier 系数 的 方法 大 大 地 推进 了 分 析 ， 但 可 能 走 得 太 远 了 .应 
该 回 过 头 来 ， 把 级 数组 成 二 进 块 ， 而 在 二 进 块 内 部 则 不 再 进行 
i. MA /的 Fourier 级 数 的 二 进 块 是 
ASOS pp ae, GEM, (2.17) 


Littlewood 和 Paley 的 基本 结果 是 : WR 1<p<o, MIL 
与 |c,| 十 | ŒIAS (x) > ||, EE OE. 这 表明 ， 要 不 影响 了 


柜 ， 所 能 够 做 的 系数 符号 的 改变 只 能 对 二 进 块 Af 进行 ， 当 
FASE Lat, MY SAS G +) MARAE L. 


把 一 个 函数 的 Fourier 级 数 分 解 成 二 进 块 ， 在 Holder 空间 d 
中 同样 起 着 本 质 作 用 ， 然 而 定义 一 个 更 好 的 算 子 A 将 是 方便 
的 . 为 此 ， 从 一 个 函数 W(x) < 2 全 出 发 ， 它 是 偶 函 数 ， 支 在 


+ <b 3b, WAM MIE, =W +H) 


te, 然后 定义 人 A 为 
AS QELE) ge™. (2.18) 
于 是 ， 对 所 有 gc>0, FEC, 4 HA % HA flo =0 (2%) G— 
+00). 请 记 住 ， 当 0<a<1 Af, Hôlder 空间 是 由 周期 为 2z 的 ， 
连续 模 Oh) =O) 的 连续 函数 组 成 . 当 x=1 B, Af = (2-) 
等 价 于 fe Ae, WAR SEC Hh Zygmund 类 As 是 由 满足 
f+y)+f &—y)—2f ASCH (任意 实数 x， 及 0<y<<1) 的 周 
期 为 27 的 连续 函数 组 成 的 Banach 空间 当 1<a<2 时 ， 空 间 C* 
是 包含 在 通常 的 C: 空间 中 的 ， 定 义 为 ec (HHS Bs 
FRR). 对 x>2 依 此 类 推 . 

(一 般 说 来 )， 一 个 C* 务 数 的 Fourier 级 数 部 分 和 不 依 C" 模 
收敛 于 该 函数 ， 也 不 是 依 C" 模 一 致 有 界 的 .对 Cs* 模 或 已 模 也 是 如 
此 (C? 模 就 是 一 致 模 ). 

人 们 玫 求 和 法 来 补救 、 我 们 给 出 Bod 方法 的 例子 ， 不 用 部 
分 和 Lae™ 来 通 近 级 数 Lae*, ia A La exp (—|k/2) e™ fF 
Mi. RES e>0, e 一 0. 这 就 是 作 Fourier 系数 为 c 的 函数 与 
ESB PR MER. AW. AER f(x) 成 为 一 个 27 为 周 
pa 、 ] | : 
期 的 函数 或 分 布 , BR G=— P) e PCO= >. 
EX, WR C0) 是 连续 的 〈 周 期 为 2z， 则 yj * 三 一 致 收敛 于 
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SO 当 f @® 局 部 可 积 时 也 一 样 . | 
也 经 常 使 用 很 多 其 它 的 恒 等 逼 近 ， 希 望 了 解 这 方面 内 容 的 读 
省 可 参阅 (239). 


3. Fourier 积分 


我 们 从 定义 “ 杆 素 的 ”Fourier 积分 开始 ， 这 就 是 LI(R) A 
数 的 Fourier 积分 ， 这 时 直接 定义 
7@-| e™ f(x) dx (一 oo <é<æo), (3.1) 


不 难 证 明 ，j 太 (9 是 上 的 连续 函数 且 它 在 om 取 0 值 . 
ASL 余 的 函数 1 与 9 的 卷 积 是 已 (R) 的 函数 h Eh O= 
JS © g 的 ， 因 此 L'R) 的 函数 的 Fourier 变换 构成 了 C, (M) 代数 
的 一 个 子 代数 . 该 子 代数 称 为 Wiener RR. CHAR. ”如果 设 
=| 那么 它 是 一 个 Banach RÆ. 

这 个 Wiener 代数 看 来 简单 ， 却 仍 很 神秘 . 有 兴趣 的 读者 可 
参阅 (148) 或 (209). 

从 (3.1) 很 容易 得 到 的 一 个 性 质 : 


{7@ g © =| y (x) g (x) dx. (3.2) 
应 用 Fubini 定理 于 {| e f (x) g (Č dxdt， 便 很 简单 地 推出 了 
(3.2). | 
本 书 将 系统 地 使 用 以 下 注释 . 


引 理 1 RSWEL'R. 对 T>0, By c9=>/ (x+k). 


Wg @ € L'[0, T) H 9 的 Fourier 系数 a+ | g (x) 


。 exp(—2xikx/T) dx 由 f 的 Fourier 变换 c= =f CASEL] 


应 用 Fubini 定理 , 注意 到 子 群 TZ CRMBAS UME T0, 
T)， 便 立即 得 出 此 引 理 . 

作为 引 理 1 的 应 用 ， 我 们 介绍 逆 Fourier 变换 公式 的 一 个 证 
明 (可 以 在 物理 书 中 找到 ). BONS OREZ, HA 
无 穷 远 处 分 别 是 0 (c 与 O CE). M 

TOS | FO a. (33) 

为 此 ， 应 用 引 理 1, g (x) 是 连续 函数 ， 因 为 定义 它 的 级 数 是 
一 致 收敛 的 . g (x) 的 Fourier 系数 是 O (k5, Alt g (x) BEN 
Fourier 级 数 的 和 .我 们 又 有 

OKTX 


vs (x+kT)= 地 re ) exp (=). (34) 


至 此 ， 因 定 x 让 了 趋 于 无 穷 ， 视 -(3.4) 右边 为 Riemann 和 ， 就 
得 到 了 (33). 

物理 学 家 的 观点 是 把 在 无 穷 远 处 为 O (x 的 连续 函数 看 成 
是 周期 为 无 穷 的 周期 明 数 ! 

满足 以 上 假设 的 一 个 特殊 情形 是 f 属 Schwartz 类 7 (R). RE 
际 着 对 所 有 整数 m>1 和 所 有 n>0, 了 (x) 的 nn 阶 导数 满足 /0c)= 
Ox") (xl 一 ©) 于 是 由 简单 的 计算 (和 号 下 求 导 与 分 部 积 
分 )， 可 以 验证 只 要 fe SA), f HRT ZA). 

于 是 ， 当 fe (PH, (33) 成 立 ， 由 此 得 出 fe€ 7 人 R) 等 
HRfEs®, LAB I: 7Q@- y (R) 是 一 个 拓扑 同 构 ; 
HP + RA Fourier 变换 ， 

可 以 用 (3.2) 定义 一 个 分 布 的 Fourier FM. 人们 认为 对 所 
有 gE 37, 《fg》 的 意义 是 由 GO 给 出 的 ， RAZ, S: 
¥'R- “' DHF: SP SPORE. 


一 个 重要 的 特殊 情况 是 具有 紧 支 集 分 布 的 Fourier 变换 . 此 
时 ， 可 以 直接 定义 函数 $ OW Se), HP ege. 

当 S 是 支 集 含 于 [一 4 1] 的 分 布 时 SOU 
Paley 一 Wiener 定理 来 刻 划 . $ 的 可 以 延 拓 成 整个 复 平面 的 整 函 
数 F(z)， 它 满足 : 对 所 有 6>0, IF (2) |<C E) exp( (I+) 
Id). tb, F(O=S ( 曲 在 实 轴 上 是 缓 增 的 ， 即 存在 整数 m， 使 
得 IF (SCA +E. | | 

缓 分 布 的 一 个 例子 是 (PARA 27 W RHR. € #0, 
22] 上 的 限制 属于 L'[0, 27]. W 三 在 分 布 意义 上 的 Fourier 变 
换 由 下 式 给 出 . 


ford, ， 其 中 c= | f œŒ) e™ dx, (3.5) 


而 5 是 在 点 大 处 的 Dirac ME. 

让 我 们 再 回 到 L A) 的 Fourier 变换 了 WEN. HER 
(3.2) 和 (3.3) ， 知 7, a =2r f, J, Kt SM g AF 
FE); EX OF, 9 -| fg œ) dx, 由 此 得 出 -入 了 
Sg (由 一 (就 是 保 范 映 射 但 这 时 (DB #E L (图 的 
Hilbert 结构 所 诱导 的 预 Hilbert 结构 ， 因 为 AEL AHE 
密 ， 这 个 保 范 映射 可 以 延 拓 到 LR 上 去 . 


yfe LOAR, 积分 | e™f (x) dx 将 定义 为 截断 积分 


| ef (x) dx=g, (个 依 七 模 的 极限 . 


C. Kenig 使 用 著名 的 Carlson 定理 证 明了 : 当 T 一 二 % 
时 ， 截 断 积 分 几乎 处 处 收敛 于 FE). WSR (161). 


4. 滤波 与 取样 


由 于 技术 上 明显 的 理由 ， 人 们 要 分 析 的 信号 的 频谱 是 限于 一 
À HP" [-T, T] 上 的 记 住 ， 数 学 上 的 频率 称 为 信号 ， 它 


可 以 简单 地 归结 于 应 用 公式 cos r= Z + (e+e) 及 sin or= 


> (Pe) (E>0)， 重 要 的 是 从 信号 的 频率 不 超过 了 这 一 事实 


而 得 到 所 有 的 结论 . 这 是 本 节 的 目的 ， 我们 将 首先 研究 信号 的 取 
样 。 即 我 们 将 给 出 一 个 标准 ， 用 它 来 决定 对 于 这 样 的 信号 ， 是 否 
取样 f kô) (6>0,k € 习 足以 确定 信和 号 的 其 它 部 分 .然后 将 给 出 
公式 ， 在 “Shannon 条 件 ” 被 满足 时 ， 它 可 以 用 这 些 取样 重新 
构造 这 个 信号， 

开场 白 后 ， 我 们 来 做 确切 的 数学 叙述 . 对 所 有 的 T>0, Me, 
表示 由 分 布 /€ 7’ 人 组 成 的 向 量 空间 ， 其 Fourier 变换 是 支 在 
{—T, T] EW. 

由 Fourier 反 演 公式 得 到 8 (É)=2nf (-5, HHS OBBR 
型 整 函数 在 实 轴 上 的 限制 ， 它 就 是 OH. 特别 地 ，f 是 元 穷 
次 可 微 的 ， 因 而 在 实 轴 上 是 连续 的 ， 于 是 取样 (kô) Ke DA 
意义 . 

下 述 论断 给 出 了 基本 问题 的 回答 . 


定理 1 4ô>nT' Ht, WAE f (ko) (k € D'ARMRESEE, 
尽管 可 以 假设 了 (6k) BE Re TRIE R AY BH ARF Schwartz 类 
F R). 

4 d=a2T ' 时， 取样 (kò) (k € Z) 可 以 在 假设 f (kô) € YZ) 
(<p<o) 及 假设 fe IL (R) 的 条 件 下 确定 f€ &. WR p=, 
而 c (ke 忆 是 站 (如 中 的 序列 ， 则 不 能 断定 存在 ff€ s, CRT 


L HAE S Kô)=c kes 玉 ;而 即使 存在 ， 也 没有 唯一 性 . 
如 果 c El MOKED, BA. (一 般 说 来 ) 不 一 定 存 在 
JELRE, AS KO)=c ke); 但 如 果 存 在 的 话 ， 则 一 定 
是 唯一 的 . 

Ra, 40<d<2T'R, ido € gR) EE Fourier 变换 
XF [-70', X67! ] 且 在 区 间 [-T, TI 上 等 于 1 的 函数 ， 则 
FESEEr 满足 


f «= | f (x) P (x—kô) dx (4.1) 
和 oo 
f GLS 5) P (x—kò). (42) 


(41) 和 (42) 的 意义 是 ， 似 乎 函数 57 9 (x 一 k6) 组 成 了 
空间 V= L208, 的 一 组 正 交 基 ， 

然而 ， 如 下 三 个 理由 使 人 不 能 满意 :级 数 中 的 函数 不 属于 Vn 
而 属于 稍 大 的 空间 了 。 它 们 是 线性 相关 的 ， 而 不 是 彼此 正 交 
的 ， 在 第 工 章 中 我 们 将 介绍 怎样 定义 V5 Vault “RS, 


对 它 来 说 ， 存 在 h>0， 使 得 函数 17 p (x 一 kh) 构成 了 这 个 中 间 
空间 的 正 交 基 ， 

再 回 到 定理 1， 它 的 证 明基 于 紧 支 分 布 周期 化 的 概念 . 用 OB; 
表示 由 无 穷 次 可 微 、 周 期 为 2ro- 的 函数 构成 的 向 量 空间 ; 这 
样 ， 第 2 节 中 的 空间 EE 现在 称 为 E. 空间 E MARI RER A 
为 27207! 的 分 布 的 空间 F (OES 2 rh, EASES FP) iS 
是 2’ (® 中 一 个 有 紧 支 集 的 分 布 ， 我 们 用 下 面 的 条 件 定义 5 的 
周期 化 7;(S)=0;， 对 所 有 的 fe BE, <0, f>= <S, f>. 

同样 还 要 求 条 件 : 如 果 了 (x)=exp 认 b6x， 那 么 对 所 有 € Z, 


6(k6)= (kô). 
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为 定义 "， 最 后 一 件 事 是 ; 级 数 o()=)S (k5) expikôx 在 分 


布 意义 下 收敛 于 ©. 

最 后 来 验证 :如果 $ 是 L! 中 有 紧 支 集 的 函数 ， 我 们 刚刚 引 
入 的 分 布 周 期 化 概念 与 引 理 1 所 定义 的 概念 相同 . 

再 回 到 定理 1， 想法 是 从 支 于 [-T, 7) 的 分 布 S$=f 出 发 . 
FE S (k6)=2xf (一 k6) ， 这 样 提出 的 问题 变 成 了 用 c= (S) 定 
X sS. | 

MRS 支 集 的 长 度 比 周期 大 ， 信 号 处 理 专家 们 称 之 为 “ 混 
A BARRET. ME “SRH 2x6-! 之 后 的 块 ”之 间 存 在 
HAWKE. ， 沿 此 方向 继续 走 ， 就 容易 证 明定 理 1 的 第 一 个 论 
Mi. 设 :是 一 个 充分 小 的 实数 ， 使 得 r5-!+e<T 及 s<r5-! 设 
Geo MEEF [-8 € ] 上 的 一 个 函数 . + S= f=- r- 
Ô (+76-)， 或 回 到 /来 说 ,了 (x)= 一 2i sin (mx) - OK). 于 是 
fee), F#HEFOZLBE. 

以 同样 的 精神 ， 我 们 考虑 T<z5-1 的 情形 ， 这 时 不 再 有 混 


A. SKE HS KE DES FB kr; 我 们 有 o= S, 


H $, 的 支 集 是 彼此 不 相交 的 区 间 [ 2k20-'- T, 2knd +T]. F 
是 有 S=S,=90， 这 就 导致 了 (4.2). 

验证 (4.1) 更 简单 Æ Parseval 公式 用 到 (41) 的 右 端 ， 
得 到 


1 ” ue 1 a | 
= | FO eB) d= 5 iz C de=f (kò), 


还 剩 下 验证 极端 情形 m0 = T, 一 开始 ， 我 们 设 /属于 Vi= 
Loe. XJA Of (—kô) (k €e DÆ Se L [n78 nd" ] 的 
Fourier 系数 的 序列 。 自然， 我 们 在 这 里 不 区 别 太 与 它 的 2707 的 
周期 化 ， 因 为 我 们 考虑 的 是 LW BE. 
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past, f @=êx © Lf Kô) exp ikòn), HX ORK 
间 [— nd", no" ] 的 特征 函数 ， 做 逆 变 换 ， 得 到 


_ sin 7O (x — kd) 
fœ) Lf (kô) nô x- kô) ` (4.3) 
函数 到 (= CRD oy pat ae EX TMT”? LO) 


nÔ "(x — kd) 
构成 了 VMEXX. RH: 联系 正规 取样 0? f (k6) 与 函数 


JE 卫 的 映射 是 一 个 保 范 同 构 . 


考虑 L (1<p<oo) 的 情形 . 我 们 将 首先 证 明 , Re fe Loe, 
而 不 必 假 设 T> 0 与 5>0 有 什么 关系 ，/ (k6) 就 属于 PO. BR 
tE, 设 9 e ¥Q@, 9 的 Fourier 变换 在 [ 一 TT] 上 等 于 1， 就 
得 到 了 (4.1). 由 Holder AERA 


Vy or< (| (x)? (x tax] leni. 
为 得 到 结论 只 需 加 起 这 些 不 等 式 并 注意 到 ， 由 于 op 的 速 降 
性 ， > (x—kOW<SC, RX. 


反之 ， 从 任意 序列 cE FP (如 出 发 ， 我 们 想 构造 一 个 函数 
fe Lene, (T=70 ')， 使 得 f (kK0)=6 (k € 2). 
使 用 等 式 (4.3)， 然 而 不 再 有 一 个 方法 来 证 明 ， 只 要 6 < 


Pm, RE Dos RTL. 首先 ， 来 看 看 什么 是 这 个 “好 


FE”. 如 果 我 们 承认 (4.2)}， 其 中 9 是 一 个 在 无 穷 远 速 降 的 画 
数 ， 由 Holder 不 等 式 


IF PSQLIG (kiy 2] f (KO) PO KE) . 


为 了 得 到 结论 ， 还 要 求 LPE- DUR lol = C 是 有 


mé. Gee, Le 玉 全 ， 因 此 这 种 方法 不 适用 ， 然 而 ， 这 
种 方法 还 是 有 价值 的 ; 它 向 我 们 指出 ， 因 为 我 们 有 02 <n8 =T 
充分 地 只 要 证 明 对 / € E, (T=187), EI 65/2) OMC 
成 立 ， 这 点 我 们 以 后 在 适当 时 候 再 提 ，. 使 用 (4.3)， 再 用 将 在 第 
Vi 章 中 证 明 的 下 面 的 定理 2， 就 可 以 得 到 结论 了 . 


定理 2 MM M=(kK-D Je nee (CEMA EMI 0) 定 
义 了 从 PF @BP (加 的 线性 连续 算 子 (1<p<). 


这 个 算 子 称 为 离散 的 Hilbert 变换 . 
它 是 离散 的 卷 积 算 子 ， 它 的 L 连续 性 以 如 下 方法 建立 ! 设 


yE -i no PL RRA eM, FË 


Ly LE! 07 


其 中 ， 
mG=272 SEE et So’ xe. 


ERAT 2i, K% m (x) ERRAK, AEA limi =F. 
HEP OLHBERHSH FA m Co 逐 点 相 乘 的 乘 子 算 子 在 
L [0,27 ] 上 的 连续 性 ， 而 后 者 因为 m HEP [0,2 ] 是 显然 
的 . 

自然 ， 不 能 用 这 种 方法 建立 HH 在 F (如 的 连续 性 ， 其 中 
p e (1， )Bp#2. FAV 章 ， 我 们 将 讨论 一 般 的 定理 . 

WRR HE G-k) tE EE (Wj 一 Ki)， 所 得 的 


WIRED 四 连续 的 ， 事 实 上 ， 计 算 表 明 ， 这 时 将 有 
-2y cos 六 - -2 log 1 
m (x) 2} F 2 log 2-2 log Eh x 


这 次 ， 它 不 再 属于 L” [0, 2017. 

我 们 将 来 使 用 定理 2 的 时 候 ， 和 矩阵 将 是 (一 1)* Gin 71/2) (一 
2k), HP le 2Z+1( 对 由 它 在 k6 (k € 羽 处 取样 所 得 出 的 信号 
在 10/2 处 再 取样 )， 于 是 它 是 作用 于 限制 在 2Z 序 列 上 而 在 
!=2k 十 1 处 取 值 的 离散 的 Hilbert ER, AF (—1)* sin 71/2 在 
估计 中 不 起 任何 作用 ， 因 而 可 以 被 忽略 . 

显然 ， 上 述 事实 在 p=1 5 p=% 时 不 再 成 立 . 事实 上 ， 假 
HERE m G, 月 在 上 四 中 有 界 ， 那 么 必 存 在 一 个 常数 C, 使 得 


Lim G, k SC Hk- ARA. 而 这 个 矩阵 可 以 从 信和 号 在 kô 


处 的 值 来 计算 在 jo/2 处 的 值 ， 这 个 条 件 不 被 满足 ， 
A, EEE r 上 有 界 性 这 次 是 由 21m G, 月 | 和 c 对 三 一 


致 地 成 立 来 刻 划 的 ， 我 们 所 讨论 的 算 子 也 不 满足 这 个 条 件 . 

我 们 以 经 典 的 S，Bernstein 不 等 式 结束 本 节 . 这里， 我 们 以 
某 种 不 十 分 确切 的 形式 给 出 它 . 对 于 1<p<o, fF I'S 
CTI. 事实 上 , 常数 C 等 于 1. 为 证 明 它 ,再 回 到 (4.1) 的 证 
H. 用 9 € (表示 一 个 在 [一 1, 1 ] 上 等 于 1 的 Schwartz 类 
RÉ. He, (x)= TP (Tx). 于 是 or 的 Fourier 变换 是 O, (= 
0 (T'S; 对 所 有 fe LA, À f=f * or . 由 这 个 等 式 ， 
J'=f +P R US l iP di ASPs). 然而 er (x) = 
T2p'(Tx)， 于 是 得 到 Bernstein FY À} AC=||9'll,. 

建议 读者 参考 (148)， 其 中 证 明了 C=1; 并 可 参阅 (23, A 
里 揭示 了 Bernstein 定理 与 放大 器 构造 的 联系 . 

Fy — Bernstein PAHTA SB LPR ARH SAL 
模 ， 其 中 1<p<q<o. 使 用 Hausdorf—Young 不 等 式 . 


lf + gl, SIL all ， (4.4) 


其 中 1&u<%, 1<v<%, 1<w<o H1+L ely, 
i WwW u v 
& w=q, u=p, 使 用 此 不 等 式 ， 就 应 有 = 1+ h 
Rig=9, 最 后 得 到 
LI SCT" ii. (4.5) 


它 的 n 维 类 似 如 下 : ESAT L (BR9 并 且 它 的 Fourier 变换 
支 于 球 KI<R, W 
IVIRSRIY I o 4 1Sp<o; 
ISCR O f, 4 1S<p<q<. 


5. Lusin 和 和 Calderon 工作 中 的 小 波 


我 们 可 以 发 现 , “小 波 ” 最 早出 现在 Lusin 30 年 代 的 工作 
中 .事实 上， 在 用 著名 的 Lusin 面积 积分 来 刻 划 中空 间 时 ， 如 
果 使 用 Coifman 和 Weiss 的 原子 分 解 ， 那 么 我 们 已 经 见 到 了 小 波 
的 原型 . 

现在 我 们 来 说 得 更 确切 些 . PRAIA bE, 它 是 由 
z=xtiy (> 来 定义 的 ， 当 了 (x+ 在 上 半 平 面 全 纯 并 且 满 足 


sup (|. if Grid" <®, (GD 


那么 它 属 于 HP A). 
仅 考 虑 1<p<% 的 情形 ， 这 时 (5.1) 左边 的 数 就 是 f 在 好 
中 的 模 . 


Lusin 的 工作 首 于 用 积分 表示 S @-|| (2-6) 2 a (C) du dv 


来 分 析 与 综合 函数 .其 中 《=u+ 记 ,而 % OBPL—-TOMR 
数 ， 它 在 边界 上 满足 一 定 的 增长 条 件 . 


- 24- 


我 们 首先 看 到 ，( 当 《es PR) 每 个 函数 G-T)? ERAT 
时 

用 下 面 的 “装配 法 则 ”就 得 到 了 综合 ， 我 们 从 任 一 个 可 测 函 
HC) 出 发 ， 作 函数 的 二 次 型 


| 409-(| | ja (u +i v>? du iv) , (5.2) 
Tix) 
其 中 了 x)={ (u, o) € R, v>ju— x}. 


TE., WR 1<p< oo， #8; O= || (eT) a (Ẹ) du dv, 


我 们 有 
lif LSC) IA, - (5.3) 


(5.3) 左边 的 项 是 (| OE 它 同 样 也 是 由 


(5 所 定义 的 /在 只 中 的 模 , GD 右边 的 项 是 (| AGO)" 


这 个 估计 可 以 是 很 粗 的 . 例如 ， 如 果 fee”, WR. 
a(C) 就 应 选 成 点 i 处 的 Dirac 质量 ， 这 时 (53) 右边 是 无 穷 的 . 
这 个 反常 现象 出 自分 解 


{@= | | (c—T) at) du dv (5.4) 


的 不 唯一 性 ， 

在 OID 中， 使 4(x) 属 于 (A EPEHA MR g aC) 
的 空间 是 以 帐篷 空间 的 名 义 来 讨论 的 . 

在 函数 (2) € 哩 的 所 有 分 解 中 ， 应 优先 考虑 具有 以 下 三 条 
性 质 的 分 解 : 

a) f 的 系数 x) 可 以 通过 /来 计算 ,这 时 (z 一 6) 习 好 象 构 成 


了 池 中 的 一 组 正 交 基 ; 
b) 对 如 此 算出 的 系数 aC), (5.3) 是 模 的 等 价 关 系 ; 
c) 对 所 有 ff € HA PRR, ABA LAPEER E. 
我 们 将 使 用 “量子 力学 中 的 固有 态 ” 的 语言 来 验证 这 些 性 质 
([12$] )， 为 此 ， 我 们 从 函数 处 折 = 《+bD HK. x 7 pH XX H 


于 它 具 有 正则 人 性、 局 部 性 以 及 振动 性 | W(t) dt=0 而 为 众 所 周 


知 ， 正 因为 如 此 ，A. Grossmann # J. Morlet 称 W(t) 是 一 个 “小 
波 ” (在 “ 某 一 时 刻 ” 作 为 波 振动 的 “小 波 "， 而 由 于 它 迅 速 误 
减 又 是 局 部 化 的 ). 


FH, RANE Wa, b) o=- 7 (= ) (a>0, b € R); 


这 个 集合 是 (作用 于 EER) WI ERRAR T AEF V 
的 轨道 ， 于 是 我 们 可 以 使 用 喔 的 函数 火 (a, b) 的 集合 作为 HE 
一 组 正 交 基 . HN, Hew 我 们 先 来 计算 /的 小 波 系数 
Wa, d= Wad. 然后， 我 们 再 用 小 波 几 ,Go 带 上 相应 的 系 
数 登 加 来 重建 Go). M, FAEN SEH, 


f (x)= + | | W(a, b}Ve. » db À ` (5.5) 
我 们 来 计算 系数 Wa, b), A (54) 的 记号 ， 有 
W (a, b)=27ia" f (b+ia). (5.6) 


因此 我 们 得 到 O= of ut); 而 由 (53) 所 得 到 的 模 的 


等 价 性 就 是 著名 的 了 函数 的 Lusin 面积 积分 刻 划 . 

”直到 1965 年 ， 在 p=1 WÉ, Calderon 证 明了 (53). 这 
个 发 现 是 涉及 HY 的 算 子 理论 以 及 H 5 BMO KAHE IE 
的 出 发 点 (C1099, €217)). 

下 面 ， 探 索 “ 小 波 ” 的 历史 起 源 这 件 事 又 把 我 们 带 到 了 现 被 
称 之 为 著名 的 Calderon FARE. 从 一 个 积分 值 为 零 的 ， 它 的 


Fourier 变换 满足 条 件 


| We 


=1 ¢ #0) (5.7) 


的 ， 属 于 UR) 的 函数 VOR. AM, VOX) 是 充分 正则 的 ， 
很 好 局 部 化 的 ， 积 分 为 零 的 径 向 苯 数 ,那么 就 存在 一 个 常数 c 


使 吵 C9 满足 (57. 再 设 v=), & Ve, 


tw ( i ). 用 A. Grossmann 和 J. Morlet 的 方法 (090), 


(124)), 用 | 
x (u, D=, Vey) (5.8) 
定义 fe L (Rn 的 “小 波 系数 *， 这 时 可 以 用 
f @= | | au, Wu o () du À (5.9) 
重建 f(x)，(5.9) 的 一 个 等 价 形式 是 
I= | oor +. (5.10) 


HH, Of )=f*¥,, mOrA. Calderon ¥ xt 
自然 地 就 与 经 典 的 图 数 空间 联系 起 来 了 ， 其 方法 是 对 〔217)] 中 
所 发 现 的 调和 扩张 的 梯度 大 小 加 上 条 件 . 

BON, PÆ Poisson 半 群 ，Pf (x)=F(x, 日 在 上 半 平 面 (t>0) 
是 调和 的 ， 满 足 F(x, 0)= (OE L (R) ， 它 在 无 穷 远 处 是 零 ， 


最 后 还 有 O = + P. 


在 公式 (5.8) 5 (59) F, KA Y. su E R t>0) 就 好 象 
HRT L R) 的 一 are. f 在 这 组 基 下 分 解 的 系数 是 由 
(5.8) 给 出 的 ， 而 (5.9) 式 又 用 这 些 系数 重建 了 f. 

是 否 可 以 用 一 组 结构 上 满足 同样 代数 法 则 的 正 交 基 如 (AEA) 
来 代替 由 函数 (UER, 上 >0) 所 组 成 的 累 比 的 集合 呢 ? A I 


BRED 章 中 我 们 将 看 到 : 这 是 办 得 到 的 . Lusin, Calderon, 
Zygmund, Stein 和 他 们 的 后 继 者 的 工作 有 了 新 的 意义 ， 即 正 交 基 
y, Ae A 是 无 条 件 地 ， 万 能 地 适用 于 除 L'A L 之 外 的 所 有 经 
典 的 函数 空间 ， 我 们 称 之 为 无 条 件 基 . 


SUR L R) 的 多 分 辩 率 分 析 


1. 引 À 


小 波 正 交 基 只 是 最 近 几 年 才 出 现 的 . 然而 类 似 的 构造 已 在 
数学 、 理 论 物理 、 信 和 号 处 理 中 用 过 了 . 

有 趣 的 并 且 是 令 人 惊讶 的 事情 是 ， 出 现 的 这 些 构 造 几乎 是 同 
时 诞生 的 (在 80 年代). 它们 从 场 的 构造 论 、 从 Banach 空间 几 
何 学 、 甚 至 从 Elf—Aguitaine 小 组 在 勘测 中 对 收集 信号 的 处 理 
(J. Moret 用 反射 来 研究 地 震 的 工作 ) 而 得 到 . 

这 些 不 同学 科 的 探索 者 们 想 发 现 一 些 好 的 算法 ， 它 可 以 用 同 
时 具有 三 角 范 数 系 与 Haar 系 的 优点 的 特殊 函数 来 分 解 任意 函 
数 . 这 两 个 函数 系 在 以 下 意义 上 占据 了 两 个 极端 位 置 。 三角 系 中 
的 函数 在 频率 上 或 在 Fourier 变量 上 是 完全 局 部 化 的 ， 但 在 空间 
变量 上 则 没有 任何 局 部 化 . 相反 地 ，Haar 系 中 的 函数 (EST 
章 我 们 将 再 次 提起 这 个 定义 ) 在 空间 变量 上 是 完全 局 部 化 的 (Œ 
量 x) ， 然 而 对 Fourier 变量 (变量 6) 局 部 化 则 很 坏 ， 这 是 由 于 
Haar 系 的 两 个 缺点 : 缺乏 正则 性 与 缺乏 振动 性 . 

寻找 关于 空间 变量 与 Fourier 变量 同时 都 好 的 Hilbert 基 是 由 
R. Balian ((6)) 以 如 下 方式 发 起 的 : “在 通讯 理论 中 ， 人 们 对 
于 在 完全 给 定 的 时 间 内 ， 把 一 个 振动 信和 号 表示 成 由 其 中 每 一 个 都 
同时 拥有 足够 确定 的 位 置 与 有 一 个 频率 的 小 波 的 人 受 加 这 件 事 感 兴 
R. 事实 上 ， 有 用 的 信息 常常 同时 被 发 射 的 频率 与 信号 的 时 间 结 
构 (如 音乐 } 所 传递 . 当 把 一 个 信号 表达 成 时 间 的 函数 时 ， 其 中 
的 频谱 表现 并 不 好 ; 相反 地 ， 信 和 号 的 Fourier 分 析 却 显示 不 了 信 
号 每 一 分 量 发 射 的 瞬时 与 持续 时 间 . 一 个 适当 的 表示 应 结合 这 两 


种 互补 描述 的 优点 ， 并 用 一 个 离散 的 刻 划 来 表示 ， 以 适应 通讯 理 
论 .” 

为 了 得 到 小 波 正 交 基 的 (Fourier 变量 和 空间 变量 的 ) 双重 
局 部 化 ， 自 然 要 先 对 Fourier 变量 作 局 部 化 ， 然 后 再 对 空间 变量 
作 局 部 化 .为 使 第 二 次 局 部 化 不 致 破坏 第 一 次 局 部 化 ， 应 当 遵 从 
Heisenberg WIA RE. | 

我 们 希望 小 波 正 交 基 ( 它 是 天 空间 的 一 组 正 交 基 ) 可 以 分 
析 通 常 所 使 用 的 大 部 分 函数 空间 ， 因 为 这 些 函 数 空间 以 很 简单 的 
方式 被 Littlewood — Paley 分 析 所 刻 划 ， 这 提醒 我 们 用 它 来 作 要 作 
的 对 Fourier 变量 (或 对 频率 ) 的 局 部 化 . 

在 第 工 章 中 ， 已 经 讲 过 周期 为 27 HR Littlewood — Paley 
分 析 . 它 可 以 写成 


广 a+2A () (1) 


上 式 对 应 着 由 二 进 区 间 S 2< 网 < 了 2 所 提供 的 指数 尺度 所 作 


的 频率 的 一 个 局 部 化 〈 所 用 的 尺度 就 是 八 度 音程 的 尺度 ). 但 还 
没有 对 空间 变量 作 任何 局 部 化 ， 为 此 ， 我 们 想 从 二 进 块 Af 出 
发 ， 使 用 单位 分 解 ， 把 它 裁剪 成 “小 包 "， 最 后 得 到 空间 变量 和 
Fourier 变量 同时 都 局 部 化 了 的 块 ，Heisenberg 测 不 准 原 理 告诉 我 
们 ， 我 们 的 “小 包 ” 的 尺寸 不 能 比 2 小 . 这 就 导致 了 把 A; (f) 
分 解 成 和 式 TAS) epCx- 月 ， 其 中 ps 全 并且 


于 p(x 一 及 =1( 等 式 ). 此 外 ， 还 必须 让 P 的 Fourier 变换 在 区 问 


| - 于， 去 | 之 0 等于零， 这样 ， 对 空间 变量 所 作 的 局 部 化 疫 


有 过 多 地 破坏 由 Littlewood — Paley 分 解 所 得 到 的 关于 频率 的 局 部 
化 . 
这 种 方法 不 能 创造 “小 波 奇 迹 "， 在 小 波 中 出 现 的 是 G, k) 


272WYy(2x 一 k)， 而 不 是 A C) Y x-k. HAG, kK) TA 
数 , VER ORAS AQ 中 的 函数 (同样 ， 人 们 可 以 假设 小 


的 各 阶 矩 为 零 )， 它 使 得 2700 -月 (ieZ，keZ) 是 二 (R) 的 


一 组 正 交 基 这 个 新 的 函数 VC) 不 是 可 以 用 来 定义 算 子 A HIER 
数 . 

这 种 有 启发 性 的 方法 对 于 联系 Littlewood — Paley 分 解 与 小 波 
级 数 还 是 有 价值 的 . 这 可 以 表现 在 八 度 音程 尺度 在 小 波 级 数 中 所 
起 的 作用 .这 件 事 可 以 让 人 预见 到 小 波 级 数 在 函数 空间 分 析 中 的 
功效 ， 它 有 效 地 继承 了 Littlewood — Paley 分 解 所 给 出 的 刻 划 ， 

然而 ， 从 传统 的 Littlewood 一 Paley 分 解 出 发 ，“ 小 波 奇迹 ” 
永远 不 会 自动 产生 . 事实 上 ， 应 用 一 个 更 简单 更 有 效 的 方法 去 代 
BE. 这 个 方法 叫做 “多 分 辨 率 分 析 ”， 多 分 辩 率 的 概念 可 以 调 
合 对 空间 变量 的 分 析 与 对 Fourier 变量 的 分 析 以 使 得 它们 与 
Heisenberg 测 不 准 原理 相 容 .， 确切 地 说 ， 要 用 一 列 简单 的 函数 上 
来 通 近 一 个 一 般 的 函数 ， 这 些 f 的 简单 性 表现 在 它 可 以 具体 地 被 
写 出 并 且 很 有 规律 ， 因 为 它们 能 完全 地 由 BR 中 网 点 =27'Z* 上 
的 取样 所 刻 划 ， 这些 函数 三 的 规律 表现 在 它 的 Fourier 变换 f 本 
质 上 支 于 半径 为 C2 的 球 上 . REE 27 与 相应 球 半 径 的 关系 几乎 
就 是 从 Heisenberg 测 不 准 原 理 得 到 的 结果 ， 

Bat PE OTK BB at RAE AT EMAA TEKE h iki 
FER AMAR HAA. ERU 章 中 我 们 叙述 的 理论 包含 
着 用 样 条 函数 来 作 副 近 的 典型 结果 ， 来 作为 一 个 特例 . 

然而 ， 存 在 不 能 归于 样 条 理论 的 多 分 辨 分 析 的 重要 例子 . 

FA 章 的 目的 在 于 让 读者 熟悉 多 分 辨 率 分 析 的 概念 .我们 
将 从 r 正 则 多 分 辩 率 分 析出 发 ， 可 以 用 r 正 则 性 分 析 正 则 性 不 超 
过 + 的 所 有 函数 或 分 布 的 空间 . 

用 多 分 辩 率 分 析 构 造 小 波 将 是 第 月 章 的 内 容 . 


2， 多 分 辨 分 析 的 定义 . H 
现在 ， 我 们 就 给 出 主要 定义 ， 然 后 再 解释 它 ， 


定义 1 LR) 的 一 个 多 分 辨 率 分 析 是 L (R) 的 一 列 单调 
上 升 的 子 空间 f s 习 ， 它 们 具有 以 下 性 质 : 


Ny={0), Uw 在 L'(R) FAX; (2.1) 


YEL R) wit Z f(x) © Vif (2x) © Vi, RM; (22) 

yfe L R), vk EZ, f (x) € Vef(x-h E VRZ; (23) 

存在 一 个 函数 g(x) E Va, 使 得 g (x 一 Kk) (k EZ) (2.4) 
是 空间 V, 的 一 组 Riesz €. 


让 我 们 回忆 一 下 Riesz 基 的 定义 ， 设 扎 是 一 个 Hilbert 空间 ， 


1 , L 
C ÈP <I e cCA (2.5) 


成 立 ， 且 使 (2.5) 成 立 的 有 限 和 Doe 7H PAR. RE e, e, 
ease) gy Un E HHH Riesz. 解释 这 两 个 条 件 的 另 一 种 方 
法 是 : 如 果 存 在 一 个 同 构 但 不 必 是 等 距 的 映射 下 P (NH. 
使 得 T (=e; 我 们 用 六 表示 序列 ， 它 在 第 大 项 等 于 1， 其 它 项 
HET. 


定义 2 Ll (R') 的 一 个 多 分 辨 率 分 析 V (ez) 是 r 正 则 的 
Ces N)， 如 果 可 以 选择 一 个 满足 (24) 的 函数 g(x) ， 使 得 对 
所 有 多 重 指标 a = (0, oe , %) (I9|<z) 及 任意 整数 mE N ， 

Fg (NSC, À +)" (2.6) 
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BA, 这 里 (OO) (COX) WH [Ha +a, 


多 分 辨 率 分 析 的 第 一 个 例子 是 一 维 > 阶 样 条 函数 的 做 人 空 
la], PAR fe VRID AEE TERR k2 (k Ez). 

让 我 们 回忆 一 下 区 的 定义 ， 从 一 个 整数 re NBR, VÆ 
此 (RR) 的 一 个 子 空间 ， 它 由 C"!' 类 函数 组 成 ( 当 r=0 时 ,这 个 条 件 
是 不 必要 的 )， 并 限制 到 每 个 区 间 [k, k+1) (KE Z) 上 与 一 个 
阶 数 小 于 或 等 于 r 的 多 项 式 重 合 . 然后 用 (22) REMY, R 
们 可 以 立即 验证 性 质 (2.1) 到 (24). g(x) 的 一 种 可 能 的 选择 
可 以 从 [0, 1 ] 区间 的 特征 函数 XxX 的 r 次 郑 积 x*“* x 得 到 .如 
R r=0, X(x 一 k) 就 是 VER. WR r21, g(x-k) (kEZ) É 
成 了 V ÉJ Riesz Æ. 

当 7 二 0 时 ， 我 们 又 回 到 二 进 诸 论 的 情形 .多 分 辩 率 分 析 就 
EKRE (在 函数 方面 但 不 是 在 集合 方面 ) 的 变化 ， 

下 面 是 第 二 个 例子 ， 其 中 Fourier HRT ER. KE, V, 
EL 个) 的 子 空间 ， 它 由 Fourier FRET [ 一", r ] 的 函数 /组 


R. FE g(x)= a. ， 且 g-hk e DERT Vi MEX 


Æ. 此 外 ，f € 内 在 这 组 基 下 的 系数 就 是 取样 了 (加 (Ke z. 这 
个 例子 不 是 + 正则 的 多 分 辩 率 分 析 ， 因 为 g Co 没有 所 必须 的 下 
降 性 ， 事实 上 ， 可 以 很 容易 地 验证 任何 可 能 的 g (x) 的 选择 都 不 
RAE (2.6)， 验 证 是 很 简单 的 ， 留 给 读者 去 做 . 

HV. GED 是 了 (的 的 一 个 多 分 辨 率 分 析 ， 考 虑 民 的 一 
列 网 =Z. 我们 定义 取样 算 子 工 ;: V, + PO): 如 果 


j=0， 那 么 工 È ag (x—k)) 是 序列 Gr. WEJEÆERECH 


个 整数 ， 我 们 应 定义 工 与 (22) 相 容 . 即 个 作 用 到 函数 g(C2x 一 月 
ERB?) 中 的 序列 ， 它 在 第 2- 关 项 等 于 1， 在 其 它 项 等 于 
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0 . 所 构造 的 序列 工 也 依赖 于 (24) 中 的 函数 g(x). 

在 上 述 第 二 个 例子 中 ， 作 用 于 fe Vi 的 算 子 工 在 通常 意义 下 
EJET =2 Z EH. 

第 三 个 例子 是 第 二 个 例子 的 修正 .我 们 从 一 个 实 变量 的 函数 


(OER, CERF I®, BRAK E L-A, 他] 上 


等 于 1, 在 [- TE, À ] 之 外 等 于 0.， 此 外 ， 还 假设 对 所 有 


GER, Oe [0,1], UROSES Bf, EHn- E=, 

用 ge ¥@® RRA Fourier FHA OC) 的 函数 ， 立 即 可 
以 验证 g(x 一 有 化 € DRL ( 侠 的 某 闭 子 空间 的 正 交 基 ，、 我 们 
LT FSI Vo 事实 上 , 作 Fourier BHR. SV, EH mE). 
bs) 生成 的 向 量 空 间 ， 其 中 m (6) 是 周期 为 27 的 函数 ， 它 限制 到 
[ 0, 27) Bt. mÈ E L [0, 22). WRS g, =m), g= 
mE), WA 


(Jo 92) -| g(2)g AS) dé = 


es) 


-| MEMEO -| m (mn EdE, 


KERA LO (+2km=1 这 就 说 明了 为 什么 9 GR V M 


正 交 基 . 

接着 ， 我 们 用 (22) Æ XV. BRU VOS M. BFV, 
中 的 函数 没有 明显 的 几何 描述 ， 这 件 事 并 不 显然 (这 与 第 一 个 例 
子 中 样 条 图 数 空间 的 情形 自动 成 立 不 同 ). SA 7 V fe m (0) 
DARS. Hr mE 是 一 个 周期 为 4r 的 函数 . 使 用 初等 的 
ARE: 0(6)=A6)8(0/2) ， 其 中 可 以 让 AG) © CRA 并 且 周 期 为 
AT; 这 里 要 好 好 处 理 0/0 这 种 不 定式 . 因此， V, eR mE) 
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属于 x V,. 

这 个 例子 满足 多 分 辨 分 析 的 其 它 性 质 是 不 难 验 证 的 . 

现在 我 们 来 看 看 高 维 的 例子 .第 四 个 例子 说 明 从 L (好 的 多 
分 辩 率 分 析 VG € 习 出 发 ， 人 们 总 可 以 构造 L (9 的 一 个 多 分 
HROV, 四 V. 

与 前 面 的 例子 一 样 ， 仅 定义 VO. RTL (RD) 闭 子 空间 
的 Riesz 基 由 图 数 g (x 一 局 g 一 站 组 成 ， 其 中 k, DeZ F 
是 及 外 内 由 《无 穷 ) 和 


YE mk, Daa) (EE oc p<) 


组 成 . 

因此 可 以 立即 得 到 多 分 辩 率 分 析 的 其 它 性 质 . 

在 即将 结束 本 节 时 ， 让 我 们 回 到 第 一 个 例子 (r 阶 样 条 )， 我 
们 打算 用 Fourier 变换 研究 它 ， ose 

WRSEV, BASEL MHA (——) f= od, 
BE KAM Dime HR, Lee PO Ribs, AWN 
质 就 刻 划 了 Vi. 用 Fournier 变换 写 出 来 ， 我 们 就 有 : 对 所 有 的 
fev, &' fO=-¢6, EF d(OBR-7BFL 0, 204, A 
期 为 2r 的 函数 .我 们 也 有 三 人 € L M), HR mÉ =q 
(i-e*)"" RAS QQ MAME ORF L (0, 2m 并 且 以 27 
为 周期 )， 事 实 上 ， 相 差 一 个 系数 ， 在 0 点 的 邻 域 里 mE 等 价 于 


f ©. 
最 后 , 在 作 了 Fourier 变换 之 后 ,gz V, ERE mS) ( =e) 


的 集合 ， 其 中 mO ZAMA 27, HAT LO, 27) HA 
数 . 换言之 ， He | i 起 着 第 三 个 例子 中 Ce) 所 起 的 作用 . 


taa Loe 是 [0, 1 ] RH FFE RE x 的 Fourier 变换 ， 知 


re 
g=x vx (+1 次 ) 的 Fourier 变 换 是 (ie) ， 并 


Ag «-kKkKE€DHV, W—A Riesz 基 . 
一 个 满足 he Vp h(0)=1, h(k)=0(k € zZ, H. k#0 MBA 
称 为 Lagrange 样 条 . LÉ FA S| PR BIE PR. 


引 理 1 RSME LAR, 满足 SO=1, fH=0keEZ 
k #0) 成 立 的 充分 必要 条 件 是 ， 
È f+ 2 = = | 
在 我 们 这 里 ， 
fO=hO=mO = 


一 这 


) E L' ®, 


其 中 r>1， 这 是 我 们 假设 的 . 还 应 证 明 D EL. 这 


RARA ECHAN, D DIE 
级 数 的 和 是 零 ， 事 实 上 这 个 级 数 的 和 是 周期 为 2x 的 解析 函数 ， 
ETUA og E 求 r 次 导数 得 到 ， 这 时 不 能 构造 Lagrange # 
条 . / 
相反 地 ， 如 果 RAM, BHR Ce) ELITR 
周期 为 2r 的 、 实 解析 的 ， 并 且 它 在 实 轴 上 处 处 非 零 ， 因此， 我 
们 找到 唯一 的 函数 mfe) ， 使 得 iOm (LE) 定义 了 一 


À Lagrange $% h. Wb, mS) 是 处 处 非 零 的 实 解 析 函 数 ， 因 
HE, K% h (x—k) KE DBRS 芒 的 一 组 Riez. 最后， 对 
奇 阶 样 条 的 多 分 辨 率 分 析 来 说 ， 取 样 算 子 TT: V — P(T) 
定义 为 V, PARAE 2-! 世 处 的 通常 的 限制 算 子 .这 个 性 质 对偶 
阶 样 条 是 不 对 的 . 

我 们 介绍 下 面 几 个 概念 就 结束 本 节 . 


定义 3 如果 万 象 第 一 个 例子 那样 构造 ， 则 称 甩 ffe 了 是 r 
Br HAE D RD ET. RV RAHA. RK 
VG € Z A Littlewood —Paley 型 的 多 分 辩 率 分 析 . 


我 们 将 很 快 解释 后 一 个 定义 的 理由 . 

我 们 将 证 明 ， 可 以 用 + 正则 多 分 辩 率 分 析 fe VRE GE 
则 性 不 超过 + 的) 函数 或 分 布 ， 此 外 ， 很 多 函数 空间 可 以 简单 地 
RE fa RAUA. AF Es f> /事实 上 是 MEV, E 
正 交 投影 算 子 ， 这 个 算 子 在 正则 性 指标 不 超过 的 条 件 下 可 以 延 
拓 到 通常 的 函数 空间 ， 

为 构造 算 子 E ， 应 找 出 让 的 一 组 简单 的 正 交 基 ， 这 就 是 下 
面 一 节 的 内 容 . 


3. Riesz 基 与 正 交 基 


首先 ， 让 我 们 回忆 一 下 从 Riesz 基 e, € H (k € NH Hilbert 
空间 正 交 基 的 两 种 经 典 方法 . 

第 一 种 方法 是 用 基站 的 Gram BB G=(g (j, 月 )(0 DEN 
xN)， 其 中 g0 D= <e , ep, M <le, + > HM Hilbert 
25 fil AY FEE LR PE TE, 


引 理 2 ”存在 两 个 常数 o> ,>0, 使 得 对 任意 数 序列 EKEN), 


FARZ: 
abiirs 90 KES Se DI! (3.1) 


0 


换 句 话说 ，G 是 正定 的 . 这 是 因为 GD 中 间 一 项 恰恰 就 是 
DCS 


因此 ， 根 据 正 定 矩阵 的 符号 演算 知 存在 矩阵 妞 =G- 立 ， 记 二 
的 系数 是 7 (, DGENkE N). 


引 理 3 FELIG, k)e, 构成 Hilbert 空间 及 上 的 正 交 基 . 


事实 上 , He ke AHH (任意 ) 一 组 正 交 基 ; 记 S :8 
> H 是 上 的 同 构 ， 它 定义 为 :SS (ED)= e (k EN). ABA, gG, 
k)= <SE), SE)> = <S* S €), &). Wg 月 是 在 正 交 基 8 
FAT S* 8 和 矩阵 的 系数 ， 由 此 得 出 7 (j, DERE (S*S) 7 
在 同一 组 基 下 的 系数 .此 外 还 有 7 (j, 避 =(S* STE, WA 


SEL, ve=s GG.) =S(S* S) 7E, 


注意 到 算 子 S(S* S) 2 RAAF, 318 3 就 被 证 明了 . 
为 过 渡 到 (构造 同一 正 交 基 的 ) 第 二 种 算法 ， 我 们 需要 下 面 
的 引 理 . 


引 理 4 如 果 S 是 Hilbert Sh] H EIE, BA 
一 38 一 


S(S* SY 7 =(SS* Y TS. 


事实 上 ， 
p'e = = | (B+A 4 ga 
0 


对 任何 满足 SBS BAF B 成 立 ， 其 中 o2c>0. 把 这 个 等 
式 用 于 B=S* S. 为 得 出 结论 只 要 注意 到 ， 对 任意 420, 
S(S* S +A ST '=(SS* +2)". 


现在 叙述 第 二 种 算法 . 从 形式 上 出 ro- ix, ye 定义 
的 算 子 出 发 ， 为 说 明 T 的 存在 性 ， 我 们 还 是 把 e ZR e= sE), 
其 中 S: H 一 H 是 一 个 同 构 ， 而 elk € NÉ HHA, 
因此 <x, @》e=S(《S* (x)，5》8) ， 由 此 式 立 即 就 有 T-SS* 
故 根据 (有 界 ) IER GMAT EA ME TT: 由 引 


理 4, TOT (e)=f.. 

与 前 面 的 Gram—Schmit 算法 比较 ,这 种 算法 有 把 形 如 g(x —k) 
(k € Z) B Riesz 序列 变 成 具有 同一 结构 的 正 交 基 的 优点 . A 
一 方面 ， 我 们 也 可 以 起 记 这 段 开 场 白 而 “顺便 ”证 明 以 下 定理 ， 
它 给 出 了 到 的 典型 的 正 交 基 (x-k) (k € 2. 

所 用 的 记号 同 第 工 章 ， 特 别 是 , SO 总 表示 /的 Fourier 变 
换 . 


定理 1 RVG DRL (R) 的 一 个 多 分 辩 率 分 析 ; 那么 
存在 两 个 常数 c 关 cj>0， 使 得 对 几乎 所 有 的 “es À, A 
cS (Z. ETC + 2k É <c. (3.2) 
并 且 ， 如 果 用 
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O=O (z, oE]? 3.3) 


定义 pe (RY ;那么 px- 有 KE 到 是 内 的 一 组 正 交 基 . 

最 后 ， 设 /是 n” PHB f (x-k k e 2 彼此 正 交 的 这 样 一 
个 函数 ; PRAGA Vi 的 一 组 正 交 基 ， 并 且 有 人 =0(6)9(6), 
其 中 OS es L° (R) ， 并 且 对 所 有 的 k€ Z, OC +2kn)=0(€), X 
(Š = 1 几乎 处 处 成 立 . 


先 证 (3.2). 由 (24) 5 (25), 
CORP SD gx — HLS CO mY . 
我 们 不 再 考虑 有 限 的 和 >》 a g(x-k). W m=} ue xt, 应 
用 Plancherel 定理 ， 上 式 变 成 


aml<( | MELON dE)" < Ci BA 
其 中 me=( | Im) at) 而 O,=([0, 27)". Fil, 设 o(s) 
d 


= 2, 19 +2k0)f, Hg ELR), Ao() € L OC), RER 
可 以 把 不 等 式 (3.4) 写成 
12 
cml<(| God SC" |\mil, (3.5) 
Qo | 

并 且 如 AEH, Im} BED 27 为 周期 的 . 

现在 ， 我 们 特别 地 选择 m(6)， 为 此 设 mE =m- E), HF 
m= CAN TY es 那么 lm ASP =k AS) 就 是 Fejer K, (3.5) 
BIE ERT CK<(ky * ©)? ESC. 这 里 出 现 了 两 个 周期 
RME. 当 NN 趋向 于 无 穷 时 ， (kw ©) ($) 几乎 处 处 趋向 
于 we ， 这 就 证 明了 (3.2). 
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下 面 证 明定 理 1 的 第 二 个 结论 . 首先 我 们 看 到 
F Vi={m(O)G(S) ; m € LO， (3.6) 
其 中 .7 表示 Foutie 变换 .这 时 我 们 有 : 


引 理 5 把 和 = 了 ug -HRR mE OE 的 算 子 
U: Vo 一 L (Qo QJ dE 是 一 个 等 距 辣 构 . 


事实 上 ， 如 果 定 义 f (x) 的 和 是 有 限 的 ， 那 么 
、 2 
If h= 7 fi as 


| a 
=Q 4 |mereenas 


12 
-lo | m EEE) | 
Bry 


可 以 把 这 个 等 式 完全 直接 地 延 拓 到 V E. 此 外 ，U 还 是 满 的 . 
FXE, MY 0<d<oO<d, MK gO 属于 LO, |Ol dé), 


BALE IR m6) (OC) )7, Ke mO=Lae* HAA Lalo, 


这 就 保证 了 构造 f E VY. 

保 范 映射 U 有 性 质 ，U5=XU， 其 中 亏 是 平移 的 算 子 ， 而 
n 是 用 e 关 去 作 乘 法 的 算 子 . 

为 构造 Vy EXE x-k) (k€ Z), RAA UXT 
基 ， 这 就 归结 为 寻找 L (Qo |Qd de) Æ LUO 的 正 交 基 . 
最 简单 的 选择 是 让 U(o)=1, Bl m(6)=@O)- 7 或 OO=@H Pt 
4g(s) ， 这 我 们 已 经 见 过 ， 用 完全 同样 的 方法 可 得 到 定理 1 的 第 三 
个 结论 . 

最 后 我 们 将 证 明 ， 本 节 最 初 介绍 的 方法 也 导致 同一 结果 . 事 
” 实 上 ， 该 算法 有 以 下 好 人 处; 它 作 用 于 向 量 @、， 就 给 出 向 量 有， 当 
它 作 用 到 向 量 Ue) 上 ， 它 将 给 出 向 量 UO, m U 是 保 范 的 . 在 


RE, e 是 函数 g(x 一 kh) ， 而 U(e) BBR x0 (č) yz, 在 L’(Q,, 
ON dd PE RETA. 因此， 一 开始 我 们 称 之 为 了 
的 算 子 就 可 以 定义 为 

TA) O=} a e** (OY, 
其 中 

6.=JQd"! | (E) GE) ye" dE. 

这 是 很 简单 的 , 把 VG@ f Si Fourier RK, RAGE JO 去 

R. FET (f)=of HAT-T(HO7T)=1, RRM AT. 


4， 国 数 9 的 正则 性 
现在 假设 多 分 辩 率 分 析 是 正则 的 ， 则 有 以 下 基本 结果 . 


定理 2 RV GEDEEL (R') 的 + 正则 多 分 辨 率 分 析 ， 则 

由 OC)=9(2 El CARON 7 定义 的 ge v ARARE be|<r 
MOEN, PAN me N， 满 足 

PRIS CA + |x|" . (4.1) 


这 个 定理 的 证 明 需 要 Sobolev 空间 H" (R) 的 几 个 很 简单 的 
性 质 . 

fe H'(MMEN), ERSEL RA, HEREDE 
MERA lo] om WEB PR 9f 仍 属于 上 R); JE H" (R') 中 的 


y2 
way ICA ) 


1e gM 是 一 个 紧 支 集 的 C BK, 满足 2 eG ky? 1. 
那么 我 们 可 以 把 “整体 的 ”H" 模 的 计算 变 成 在 点 k (ke 27) JA 
BA “BRB” Av RMIT. 


引 理 6 fe A(R), MEN A= OLE- Ola- 属 
FPE). RZ, mRfe ve), Howe rl, Wyre 
H" (R5. 


把 Leibniz 公式 用 到 乘积 / OC- LK. REPERE LV 
模 可 以 通过 了 模 局 部 化 这 个 性 质 ， 就 立即 证 明了 此 引 理 . 

引 理 7 对 所 有 整数 me N ， 如 果 gC ++, W 

ONCE LEE 是 一 个 无 穷 次 可 微 的 函数 ， 

事实 上 ， 对 任意 整数 ， je (1+ix5rdx<co， 从 而 对 所 有 
的 m, g(¢) € H” (R). 

使 用 Sobolev RAE: H"cC"- 了 ， 这 里 不 必 准 确定 义 Hôl- 
der 空间 C'， 只 要 用 不 太 精确 的 包含 关系 re CE (nM 
数 ， 而 >0) 就 够 了 ， 设 s=m 一 也 -8 由 引 理 6， 对 所 有 的 se 
N, LIIE- Kli <% RE. 

这 说 明 ， 级 数 ACHRO RENÉE 阶 导数 ， 在 任何 
紧 集 上 一 致 收 敛 . 因为 是 任意 的 ， 引 理 7 就 被 证 明了 . 

RIRE, (IAEA? >C>0 .由 此 就 知道 它 的 倒数 


RARES AIMÉ ANDER Due HEX, Khaz 
速 降 的 系数 . 因此 有 =Q aet) ©, 这 就 给 出 了 =} sax 
+k). 于 是 也 就 立即 得 到 了 OC) 的 正则 性 及 下 降 性 . 

下 面 几 点 注解 导致 了 在 第 6 节 及 第 10 节 要 做 的 计算 . 

首先 指出 ， 用 简单 的 尺度 变化 可 以 验证 2°” @(2’x —k) (k € z) 
构成 了 空间 OV, YE ee 

其 次 ， 从 MAI VV 上 的 投影 算 子 APRA: 


Ef C=2, 46, Do (2x-h, (4.2) 
其 中 
x, D=r| 7 (y) P (2y— kdy. © (43) 


在 第 10 节 中 我 们 将 证 明 ， 总 可 以 找到 o, 使 它 的 积分 值 等 于 
1, DH, ER LWA > o(x 一 月 =1. 

因此 ， 从 数值 分 析 的 观点 看 ，(4.2) 5 (43) 的 两 个 算 子 ， 
每 一 个 都 具有 重要 意义 . 我 们 将 在 第 11 节 讨 论 它们 . 

(43) 式 的 积分 实际 上 是 SEA kk es DURE 27 作 平均 
值 . 这 些 平 均值 可 以 使 fe LR) AMT =2°-2 ERE. 

(4.2) 式 则 是 从 取样 出 发 作 外 推 . 人 们 要 构造 一 个 尽 可 能 
ENS, 它 在 上 与 /有 相同 的 取样 . 这 后 一 条 件 恰恰 是 
由 P(x ~k) (k € 2 构成 正 交 列 这 件 事 保 证 的 . 

由 (4.3) 式 定义 的 取样 算 子 工 与 我 们 在 定义 1 后 所 引入 的 
概念 是 不 同 的 . 


5. Bernstein 不 等 式 


刚刚 讨论 的 函数 PATE, SRN LR) 的 多 分 辨 率 
分 析 推 广 到 其 它 男 数 的 情形 . 
我 们 考虑 一 个 指标 pe [1, +O) FRE AL ANS 


L (R). 下 面 的 引 理 讨论 这 件 事 . 


引 理 8 设 p 是 定理 2 中 的 函数 , 则 存在 两 个 常数 c>c >0， 
使 得 对 任意 pe [1，+%]， 对 所 有 有 限 的 和 了 (x)=2_.ax(k)。 
9 (x 一 有 ,有 

cf SČ le)” ol Ip- (5.1) 

让 我 们 从 极端 情形 开始 ， 设 p=o, BBA 
OISE IA Jp(x— k) <sup KCO) , 
其 中 ， 
C(?)= sup IP(x—k)}. 


反之 ， 由 (2)= OpeGC 一 Dax， 知 KESI Illoll,， 

p=1 的 情形 是 类 似 的 ， 请 读者 自己 去 做 . 

为 讨论 一 般 情形 , 设 4 与 pREMIER. MT Pœ k=l e- 
DIF PE-RT, RFRT ISERE! eE- EK: 
p(x— D) r Cee- 注意 到 与 上 面 一 样 , COBA RM, 
就 立即 得 到 了 (5. 了) 中 左边 的 不 等 式 . 下面 从 x(k)= [LP (x k) dx 
出 发 来 证 明 右边 的 不 等 式 ， 我 们 有 

HK) Soll ( fror |P(x—k) ix)? 
然后 就 得 到 (5.1) 右边 的 不 等 式 了 . 

这 个 引 理 让 我 们 在 1S pS2 时 定义 VD WIRY, V, 在 

2<p<DO 时 定义 VN DMAE L RÉ FREE. 
gs — 


Hi TSI, fev, (p) HAMS 
f@O=Lake~-kh GG) EF @)). 
EX VNO E-A H, CAT SALUE R x)= 
lim fa), HY f E V,，， 而 极限 过 程 在 任何 紧 集 上 是 一 致 的 ， 
EER supl(flle <. 换言之 ，f Ee Vœ), 4AMY 
fO=LabpG-E), HH ak) € r (2). 
最 后 ， 我 们 简单 地 用 尺度 变化 定义 让 (p: 
JOEL DE f xE FV, O, 
并 认为 V DFRRAE L? (RB), 
我 们 将 证 明 V, (p) 在 下 面 意义 上 是 L (R9 的 一 个 逼近 : 如 果 
E, À LM Æ V, EHERRBAT. 则 对 任何 fe€ Lr R), 
E EL R PRAA f 并 且 也 是 几乎 处 处 收敛 的 .如果 
p=t+, WWE, f ) 在 拓扑 OLY, LO FRE f 该 拓扑 是 由 L° 
与 的 共 罗 性 定义 的 . 
现在 已 经 可 以 叙述 并 证 明 “Bernstein 不 等 式 ” 了 . 


定理 3 KV GE DAL (R') 的 一 个 r 正 则 多 分 辩 率 分 

析 ， 则 存在 一 个 常数 C， 使 得 对 1<p<%, jez fev, ï 
<r 时 ， 有 

NOT 1, SCI Il, (5.2) 


为 证 明 (5.2)， 用 一 个 简单 的 变量 替换 ， 可 归结 为 j=0 的 情 
É. HR Sf=LEWMOA-k), OÙ Of GS LI oo 一 有 再 次 
应 用 引 理 8 左边 不 等 式 证 明 的 推理 ， 就 得 到 NOT IL <CO ÉD, 
再 用 引 理 8 右边 的 不 等 式 就 能 控制 它 了 . 
让 我 们 回忆 一 下 什么 是 经 典 的 Bernstein 不 等 式 . fe 
LR) (<p<), EM Fourier 变换 PEER KISRA. 
一 46 ~ 


BA, fÉAPFUANAN, FARMER oe Nr ， 
OF 1, SR, - (5.3) 
用 一 个 显然 的 变量 替换 可 以 归结 为 R=1 的 情形 . 然后 对 Jo| 
用 归纳 法 来 证 明 (5.3). 于 是 所 要 验证 的 就 是 
ecx 1, IF Ilp (5.4) 
只 要 了 的 Fourier 变换 的 支 集 包含 在 单位 球 内 . 
为 证 明 (5.4)， 只 考虑 一 维 情 形 就 够 了 ， 一般 情形 可 以 使 用 
Fubini 定理 . 
FE [A] À A UE A 4 1<p<o, H fE Fourier 变换 支 于 
[一 1, 1] 时 ， 有 
ICO, SUN, - (5.5) 
证 明 的 思想 是 ， 对 这 样 的 函数 ， 有 J'O)=f x uO), Hu 
是 一 个 总 质量 等 于 1 的 测度 .为 证 明 这 个 等 式 ， 记 c(o 是 一 个 周 
期 为 4 的 奇 函 数 ， 它 在 [【 -1 1 ] 上 等 于 <《. 测度 4 是 一 个 位 于 


(2k+ 1) 处 点 质量 的 和 ， 点 质量 相应 于 ic(ey 的 Fourier 系 
数 . HT BY 37 BASE UE u= 1( C1483). 


6. 算 子 满足 的 一 个 重要 恒等式 


RY, GEDEEL 的 一 个 多 分 辩 率 分 析 . 我 们 想 证 明 这 
个 多 分 辩 率 分 析 研 以 用 于 E (PART RME. 为 此 必 
须 更 精确 地 了 解 L (EDERREK T E. 在 所 有 可 以 明显 
写 出 五 的 情形 (第 2 节 的 例 1 和 例 3)， 巨 的 核 也 容易 计算 ， 事 
实 上 ， 我 们 有 


Elx, y)=2"E(?x, Xy), Ex, y= 5 P(x~k) P(y—k). 


因此 、 我 们 从 用 第 4 节 的 算法 计算 9 开始， 推导 出 EE (x, y) 的 一 
个 准确 表达 式 . 这 样 ， 就 可 以 直接 验证 下 面 定理 4 的 结论 了 . 


仅 对 多 分 辩 率 分 析 的 例 1 和 例 3 感 兴趣 的 读者 ， 可 以 跳 过 定 
理 4 的 证 明 而 仅仅 知道 它 的 结论 ， 即 对 所 有 阶 数 不 超过 > 的 多 项 
À p, E, PFP(EZRÈY. | 

APAMER, BRV (EE DRL ®MHr ENSAHS 
分 析 . 我 们 不 再 要 求 其 它 条 件 . 

BG AR PR (x-k) (kK € 到 构成 了 Vi HAIER. LR) 
在 内 上 的 正 交 投影 算 子 E 就 是 


Ef (x)= |E(x, y)f Ody, (6.1) 


其 中 ， 
EC, Y=L P-k y-k). 


由 此 立即 得 到 以 下 性 质 ， 对 任意 mE N, <r, <r 
RSE, YASCH- y"; (6.2) 


E(x+k, y+k)= E(x, y) (k € 2%. (6.3) 
IEI, BAADER, WHI E BH EOX, 2"). 
我 们 知道 ， 当 j 一 +oco 时 ， 对 任意 的 Je L R), K LR) 
RED f. 为 了 对 许多 其 它 消 数 空间 建立 类 似 的 结果 ， 我 们 
要 讨论 下 面 的 基本 结论 . 


定理 4 效用 以 上 记号 ， 对 于 满足 lx 条 r 的 多 重 指标 % 有 


fee yy dy=x. (6.4) 


为 证 明 〈6.4) ， 我 们 第 一 次 在 本 章 使 用 包含 关系 VEV, Ge 
N. 用 正 交 投影 算 子 的 语言 来 说 ， 就 是 等 式 KEE, ART 
的 核 来 表示 就 是 


E(x, y= zeas, Qu)Elu, y) du. (6.5) 


从 r=0 的 情形 开始 证 明 . 
函数 Ex, VAF L° (RxXR) 并且 对 m € N， 满 足 Ex, y}< 
C_(A+ix-y) 7". 我 们 令 


mx)= jE (x, y) dy, 
由 (6.3) MCE Z AM. 
FETE (6.5) 右边 让 j) 一 0， 我 们 将 使 用 以 下 结论 . 
引 理 9 对 所 有 的 ye 区 ， 对 几乎 所 有 的 xe 氏 ， 有 


lim. ura Xu)Elu, y)du—m(2/x)EC, 中 -。 . (6.6) 


jt +% 


我 们 先 承认 这 个 结果 来 看 看 有 什么 结论 .由 (65), SEA 
的 ye R, SUL RA x € RR, 


| Jma — m{2/x) )E(x, y)=0 
Mw, 对 Js wv, 可 以 积分 此 式 ， 然 后 用 Lebesque 控制 收敛 定 
理 ， 得 到 对 任何 f € Vo 
Am. mS )=f (x) 


成 立 ， 通 过 简单 的 变量 替换 ， 当 Je Vv, >0) 时 ， 也 有 同样 的 
结论 . 

因为 mw E Le(R9 ， 这 个 收敛 依 L (VERL. RARER 
密 性 ， 对 所 有 fe LR, A 


Jimm, (2%) f (=f o). 
如 果 了 (x) 是 立体 [0, D" ARERR, MA 
~ 49 — 


1 1 | 
| -f lm, (x)—1P dx=0. 
0 Q 


又 根据 m 的 周期 性 ， 这 个 积分 不 依赖 于 j € N， 我 们 就 得 到 定理 
所 述 的 m, (X)=1. | 

还 剩 下 证 朋 引 理 9， 它 的 证 明 要 用 到 图 数 让 e Le R) W 
Lebesque 点 的 概念 . WR 


lim = | If Coty)—f Col dy=0 , 
Wer 
则 称 xo 是 f 的 一 个 Lebesque 点 . 我 们 知道 ， 对 fe Li. (R), JL 
乎 所 有 的 x, € RÉ Lebesque À. 
引 理 10 mR fe L° (M), x Sf Lebesque À, Hi 
in fy Got Ep) — f AN +)" dy = 0. (6.7) 


DRMA, WIO StD- Goldy. BAN 
yer ` 
积分 后 ， 我 们 求 极限 的 这 个 积分 就 变 成 了 
r 
e| TE) yt dr . 


因为 JOSM, RF O(n) 是 RY PER UE, RE 
Lebesque 控制 收敛 定理 就 可 以 得 到 所 要 求 的 结论 . 
再 回 到 引 理 9， 我 们 有 


ale (Xx, Du) E (u, y) du 
= | (x, Xx+) E(x+2 v, y) dv 


= |x (x, v) f (x +2") dv, 


这 里 ， 已 经 假设 了 E (x y) 
因此 ， 由 (6.2)， 可 以 把 要 估计 的 差 更 简单 地 写成 
|x (x, v) (f-(x+2v)—f (x) dv, 
我 们 用 
an (x +2) f (x) + "dv 


来 控制 它 ， 使 用 (6.7) 就 得 出 了 引 理 9 的 结论 . 

当 r=0 时 ， 我 们 本 来 可 以 做 得 更 简单 些 . 然而 我 们 刚刚 给 
出 的 证 明 可 以 不 作 太 大 的 改动 就 能 推广 到 现在 讨论 的 r 之 1 的 情 
É. 


由 F le (x, y)dy=1, HAF (6.2)， 可 以 看 到 2%EQ*x, 
2%y) 是 x 处 Dirac 质量 的 一 个 恒 等 允 近 ， 这 说 明 胃 数 2" E(2"x,2u) 
做 出 了 一 个 在 x 附近 以 27 为 尺度 的 局 部 化 ， 当 人 们 想 估 计 
2 | rex 2'u)e Elu, yd 时 ， 由 于 这 个 性 质 ， 就 可 以 用 Taylor 


级 数 把 E (u, y) 展开 成 (u 一 x) HF. 
At, RER 
(u— 


E(u, y=y UD GE (x, +R x y), 


OSM<r at! 
其 中 ， 
R (u, X, y=) (ua) S, (u, X, y) 3 
Mar al 
1 
S, (u, x, p=r| OR(tu+(1—t) x, y) (1—t) ‘dt. 
0 


为 了 估计 这 个 积分 ， 作 变量 替换 u=x +2 0, AE S. (u,x,y,) 
就 变 成 


1 
S°(v, x, per OE(x +12 >, y) (1-27! dt. 
0 


为 了 积分 主 项 ， 设 im,(x)= |E (x, u) (wu 一 xJdu， 注 意 到 这 个 
Past EE HY, UZIA. TE 
2 (2x, 2u)E(u, y) dy =) 2 Km, (2x)OLE (x, y) 
+272 | | E(x, Px+u0)@E(x+t2 lv, y) (1— 0) dt dv 


=E (x, y). (6.8) 
我 们 不 考虑 (68) 式 中 的 第 一 个 等 号 ， 而 系统 地 证 明 
(6.8) 的 第 二 个 等 号 成 立 ， 
Xt s =j e [1 r] 进行 递 推 来 证 明 m, (x)=0. 我 们 指出 当 
s 二 1 时 ， 这 是 对 的 . 因为 m W=1, E (x, y) 这 项 消去 了 ， 在 做 
了 这 样 第 一 个 简化 后 ， 有 
ont 2m, CHE (x, y)+0(2-)=0, (6.9) 


其 中 0 项 对 x， 对 y 是 一 致 的 . 这 样 就 可 以 用 PA (6.9), # 
后 取 极 限 . 因此 ， 
im, 2 MORE, y)=0. 
我 们 再 考虑 r=0 的 情形 . 对 fe VAT, 8 
lim 2m. (2x) f=0. 


j—+ +% 


此 外 ， 对 几乎 所 有 的 x € R, RaZ, 序列 2x 是 等 分 布 的 . 特 
别 地 ， 对 所 有 的 ue€ 民 ， 对 几乎 所 有 的 x€ RY 可 以 找到 一 个 7 


的 序列 ， 使 得 m, (x) 收敛 于 m (u). 这 样 便 得 到 和 mW)9J=0 对 


MAR ue ?和 所 有 的 fe VM. 通过 一 个 简单 的 变量 替 
hm, Ae V0>0) 时 ， 也 有 同样 的 等 式 . 由 于 稠密 性 ， 对 所 有 


的 ue 信和 所 有 的 fe LR), 在 分 布 意义 下 我 们 有 之 m。 (u) - 


Cf=0. HE, Pram, 2S. 

如 果 我 们 不 想 使 用 模 去 1 的 等 分 布 ， 可 以 进行 如 下 推理 ， 设 
g(x) 是 一 个 天 周期 的 连续 函数 , 对 乘积 gxh) (h € 2 (RY) 
来 积分 下 式 : 


lim 2 me Co0cfF=0 (f E V), (6.10) 


j 一 + 中 网 = 


然后 使 用 下 面 的 引 理 ， 它 的 证 明 将 在 证 完 定 理 4 后 给 出 . 


引 理 11 ue L° R), CE ZABUR, MR (x)e 


ce), W 
Jin, | ee (hr Gin 


I 1 
| -| -f u(x,, i, x dx; "dx. . 
0 0 


XWF) 〈6.10)， 积 分 并 取 极 限 后 得 到 Z{ fom.) <2 , h> =Q. 


其 中 ， 


即 ， 如 果 设 a= [om ARE Yc" 使 所 有 Vy 中 的 函数 变 为 


F. 通过 一 个 简单 的 变量 替换 ， 这 个 向 量 场 使 所 有 的 V, (€ 时 
AS, RATÉ, (在 分 布 意义 上 ) 它 使 所 有 L (RHA 
ASAF. 因此 对 所 有 的 函数 g，c=0. 这 恰好 证 明了 ， 当 j=] 
BT, m=0. 当 = 几 <r 时 ， 这 个 证 明 也 不 需 任 何 改 动 ， 使 又 得 
到 lt <r E}, m, (x)=0. 还 剩 下 Ig&|=r 的 情形 ,这 时 (68) BH 


1 
>|| E (2x, Dx+v0)®%E(x +12", y)(1-1) dt dv=0. 
=r} Jo 


再 使 用 当 任 意 y 固 定时 ，CE (x, y Ee L (GO 这 个 事实 . 对 
这 个 函数 来 说 ， 几 乎 所 有 的 点 x © RY ABE Lebesque À. 如 果 x 
是 一 个 Lebesque 上 点， 那么 这 个 积分 可 以 由 相应 的 积分 所 代替， 
其 中 OLE (x+12v, y) 由 E(x, y) MRE. 


因此 ， 我 们 得 到 了 和 S(x, y)= L m2 EC 的 极限 对 所 
有 的 ye 共 ， 对 几乎 所 有 的 x © RATE. BBS, (x, DRE 
一 致 估计 |S(x, DISC + x»). Se 内 积分 就 得 到 了 


| 2m f 


几乎 处 处 收敛 于 零 ， 它 也 在 L'M)ÉXFET O0, REATRK 
们 可 以 使 用 Lebesque 控制 收敛 定理 . 
因此 象 在 s<r 时 那样 ， 当 |%|=r 时 也 能 得 出 所 有 的 系数 m0. 
现在 证 明和 定理 就 成 为 一 个 简单 的 练习 了 . 我们 要 证 明 ， 对 


于 1 和 xl 和 rm A lE(x, y) xy)‘ dy=0, WR JE, y) dy 


=1. 由 此 立即 可 得 | (x, yy dy=x (air). 事实 上 ， 我 们 


5 H 
Y TO- 如 x 


pen —<— 


AT pty Bi ?1 


然后 对 积分， 除了 1 =0, ?=% 这 项 外 ， 右 边 所 有 的 项 都 是 零 . 
还 剩 下 证 明 引 理 11. ERDER Otz, HF Q 是 单位 方 


体 [0 Dt. TAM w= o (+k) RACE ox). 因此 只 需 在 
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和 w FAIM HER RUES, MM REZ n AH RZ ER 
分 就 行 了 ， 使 用 三 角 多 项 式 是 工 OY 中 的 稠 子 空间 这 个 事实 
来 推理 . 利用 线性 只 要 考虑 w (x)=exp Aril. x), BRA 


| u (Nx) exp (27il + x) dx=0, 
R/T 


Hip, 140, NN 充分 大 使 得 1 NZ"， 当 1=0 时， 这 个 积分 就 等 于 
u 的 积分 ， 

改写 定理 4, 我 们 把 算 子 ED EMR KART L R; (+ 
kdo 的 函数 集合 ， 其 中 me 时 是 某 个 整数 . DH yx 
+co 时 ,， 互 的 核 是 速 降 的 ， 所 以 这 个 扩张 不 存在 任何 问题 .所 
得 的 空间 不 再 是 仿 ， 但 它 在 模 L CRS (+i) dx) 下 是 完备 
的 ; 这 一 切 都 像 第 5 节 那 样 . 

我 们 有 下 面 的 重要 的 等 式 (6.12). 


推论 VEL (R) 的 一 个 正则 的 多 分 辩 率 分 析 . 如果 E: 

L (RR) 一 VE 万 上 的 正 交 投影 算 子 ， 那 么 对 任何 次 数 小 于 或 
等 于 7 的 多 项 式 P， 有 

E(P)=P. (6.12) 


下 面 要 叙述 的 定理 是 定理 4 的 一 个 容易 但 重要 的 推论 . 定理 
5 的 意义 在 于 表明 ， 算 子 巨 类 似 一 个 卷 积 算 子 . 卷 积 算 子 与 求 导 
EFOR, MAT E 近似 地 与 满足 Sr 的 算 子 OR. M 
在 我 们 就 来 叙述 这 个 近似 交换 性 . 

固定 一 个 函数 g E © (R') ， 它 的 积分 值 为 1. 分 别 用 gj 表示 
ER 29 (2x). 再 用 G, 表 示 与 函数 g, 作 卷 积 的 算 子 . 

我 们 想 对 所 有 满足 [Sr 的 多 重 指 标 a, HE. 与 GO. 


定理 $ RVG EDEL (fm 的 正则 多 分 辨 分 析 ， 则 对 
任何 满足 Sr 的 多 重 指 标 % 以 及 任何 满足 央 = 人 qd 的 指标 有 


存在 函数 RE L” RXR), WEEK m EN, WE 
IRE (x, MSC (L+Ix- y), (6.13) 


fere Wdy=0 (vx: (6.14) 
如 果 对 所 有 j e Z BRAT #0 X 


RS Of (X= 2 |e n x, Vy) f O) dy, (6.15) 


记 &= (6/0x,)*--(0/0x)* , MARA FRAT: 


OE=G0+) #60, (6.16) 
ga 


一 旦 证 明了 (6.16)， 用 类 似 的 推理 可 以 证 明 E, ER 
papo, 其 中 g’ AK 2" RO x, 2y), Ti R98 具有 类 似 于 
Re 的 性 质 . 

显然 ， 只 和 需 对 j=0 证明 (6.16)， 一 般 情形 可 以 通过 一 个 简 
单 的 变量 替换 而 得 到 . 

对 固定 的 x， 考 虑 变量 为 y 的 函数 CEG, y). 由 定理 4 知 


ee (x, y» dy=0 MAs, A BAe, ) 


` (er (x, yy" dy=!. 


Rit, MF GGKE g (x, 四 与 E(x, y) 都 有 这 个 性 质 ， 
这 使 我 们 考虑 差 R (x y= CE (x, »—-g (x-y; 5 A< 


时 ， a fr (x, yy dy=0. RERS, y= (x, x+y), 让 x 


AE. 认为 它 是 ?的 函数 ， 这 个 函数 属于 我 们 现在 就 要 定义 的 
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空间  (R’). 

用 .zz M 表示 满足 以 下 性 质 的 函数 f 的 向 量 空间 : 对 任意 整 
数 m € N， 对 所 有 满足 | <r HS HI à EN, JOS CÂ<C, (1+ 
x). 

另外 还 假设 0<s<r, RNAM ESE. 


引 理 12 设 fe s MPHKHAKE [J @ xéx=0 GE N, 


<s), Mf OFL (x), HP fh EZR), a fa (x) dx =(0) 
(x EN, H lx=5). 


以 后 得 证 引 理 12. 我 们 现在 先 把 它 用 到 一 个 依赖 参数 x. B 

变量 为 了 的 函数 广 (x, y) E. 这 时 ， 
OE (x, y)=(—1)"0;g C-D, OR® P (x, y), 

其 中 REP, DISC, (+Ix- y)" (m € N). 此 外 ， 对 所 有 的 x, 
[re Dx, y)dy=0. 

为 了 得 到 结论 ， 充 分 地 只 需 注 意 到 ， 如 果 S8 (x, y) Ex y À 
St JE UA eK, 并 且 定 义 了 一 个 算 子 ， 那 么 算 子 S9 的 核 恰 恰 就 是 
(—1)" OS (x, 六 ， 这 可 简单 地 通过 分 部 积分 证 明 . 

回 到 引 理 12 的 证 明 . 对 维 数 n 用 归纳 法 4n=1N, AR 
是 平凡 的 . 这 时 ff 是 f 的 s 阶 原 函 数 且 它 在 无 穷 远 处 为 零 ， 当 


n 之 2 时， 为 写 起 来 简单 仅 限于 s=1 的 情形 ， 而 让 读者 去 处 理 一 
般 情形 的 细节 . 


设 x=(x, x), 其 中 x er". & a= [re Xa) dx, 


Sh w= |r (x', x) x, dx. 由 假设 知 |o (x) ax= fea (x'})dx'=0 
(1<j<n-1). Rg € g (R7). 根据 归纳 假设 有 
R—] a 
x)=) Ox, gj (Xx) ,其 中 ge g (RT), 


以 及 fo (x) dx =0. 此 外 还 有 fre dx =0. 
设 p € 9 ORARAATÉ 1, X&V= -0". 则 p (x) dx,=0, 


及 baw (x,) dx,= 1. 
ERBER rx)=f Cat.) x.) 由 g SHWE 

义 知 | 
he x dx, = 0, fre. X jx dx =Q. 


Blu HO, x)= Gr 9. 0 x), Hr Gx) 一 样 ，g C2 
属于 (R). TERIS 
SOI Ge ORED Fe O- , 
这 就 是 引 理 的 结论 ， 
注意 到 我 们 所 使 用 的 方法 以 线性 和 连续 的 方式 依赖 于 矿 K 
此 ， 如 果 /是 某 一 参数 的 连续 函数 ， 则 拓也 如 此 ， 


再 回 到 定理 5， 它 意味 着 ， 如 果 [7 (Rn 的 多 分 辨 分 析 V, (E 
D 使 得 相应 的 函数 p 属 于 C" 则 函数 Re 9 在 自 变量 的 集合 上 连续 . 


7， 用 多 分 辩 率 分 析 构 造 的 逼近 的 性 能 


我 们 从 研究 Sobolev 空间 H (R) 中 的 函数 了 的 逼近 Ef) FF 


ta . 先 回 忆 一 下 这 个 空间 的 定义 . 
4 s=0 R}, (RSL (M 重合 . 如 果 ss N, fe L?(#), 
并 且 它 的 所 有 名 条 s 的 在 分 布 意义 上 的 导数 CRT L (R), W 


Pf € H (RY). 同样 也 可 以 用 [av (P dé<oo 来 定义 


HR). 这 是 当 0<ssr， 量 s 不 再 是 整数 时 的 定义 . 

当 s<0 时 ， 空 间 不 的 定义 基于 以 下 想法 ， 对 s= 一 0(o >0)， 
下 是 试验 函数 组 成 的 Hilbert 空间 ， 而 于 是 其 共 轿 的 分 布 的 空 
间 . 这 个 共 示 性 是 SRS’ (M ZM ARE. 应 用 
Parseval 等 式 ， 立 即 有 : 如 果 s<0， 一 个 缓 分 布 S € H (R948 


仅 当 它 的 Fourier 变换 Se L (M 满足 {iso e + dé 


< +0, 
下 面 的 定理 是 叙述 用 算 子 E 逼近 函数 有 效 性 一 系列 定理 中 
的 第 一 个 | 


定理 6 Wren, MV (€ Z)E LR) —-TrEMES 
分 辩 率 分 析 . WR /属于 Sobolev 空间 H R), fi-r<s<r, 则 
HK A(R) ERE, KAF f. 


为 证 明 这 个 结论 ， 要 用 到 下 面 的 简单 引 理 . 
引 理 13 WK (x, y € L° (RxR) 是 一 个 函数 ， 它 满足 


IK (x, yISCU tIx 一 yD !; 以 及 对 任意 x， 有 |K (x, y)dy=0. 


固定 一 个 指标 1 和 p 和 oo ,  T,: L (M) L MBH AK (x, 
Ay >Q KAT. B 


Tf &)= [Rx Ay) f O) dy. 


如 果 1<p<o, fe L, 则 imjl7 (N=. 

同样 地 , BIKO, YASCO, 设 对 任意 x K y)dy 
21, BFE D 0<p<9), Mimi OS p=. 

车 p=o, XB fE L”(R) 是 一 致 连续 的 ， 又 K(x M Ay 
固定 时 是 x 的 连续 函数 ， 则 在 IK (x, DISCO +)" ZE 


[re ty=1 的 假设 下 ， 有 jnjTXD)-fll=0. 


引 理 的 证 明 是 典型 的 ， 首先 注 意 到 ， 算 子 到 L (M 一 
LR) 的 模 是 一 个 与 4 无 关 的 有 限 常 数 . 因此, 41<p< 时 ,可 
以 使 用 稠密 性 来 推理 . 当 是 一 个 紧 支 的 连续 函数 时 ， 在 无 穷 远 
处 有 Tf G)= Ox"; 当 4>1 时 ， 这 个 估计 对 4 是 一 致 的 . 


此 外 TS =" fk (Ax, Ay) f(y) dx | (Ax, Ay) (Ff ()—f (00) dy, 
它 可 以 被 C [arowan de (BA, Hop o 由 = 
UD, If (x) 一 f 0 是 f 的 连续 模 . 直接 应 用 Lebesque 控制 收敛 


定理 就 得 到 了 im (A)=0. 函数 Tf (%) 一 致 收敛 于 零 ， 并 且 在 
无 穷 远 处 是 O(|x|"”)， 故 依 L (RRASA 0. 
在 引 理 的 第 二 种 情形 中 ， {x (x, y) dy=1. 这 时 ， 它 是 第 一 


种 情形 的 推论 ， 并 且 是 恒 等 逼 近 的 典型 结果 . BOL, Ag 表示 
一 个 紧 支 集 的 函数 ， 它 的 积分 值 是 1; 再 用 R (x, y)=K(x, y) 一 
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g(x—y) 代替 K(x, 妨 ,就 可 以 把 第 一 种 情形 的 结果 用 于 R(x, y) 
T. 

根据 上 面 的 计算 ， 便 可 得 到 引 理 13 的 结论 . 

回 到 定理 6， 首 先 设 sar. 依据 严 模 的 定义 我 们 应 该 证 明 : 
fe RE, xt ler, IFE F- 0 G— oo) 成 立 . 

应 用 定理 5， 有 

OE=G0+2, Pe PO | 
vat 


只 需 再 用 引 理 13. 

如 果 0<s<r 但 不 是 整数 时 ， 我 们 首先 指出 算 子 E F 
一 于 是 一 致 有 界 的 . 事实 上 ， 这 个 性 质 当 s=0 及 s=r 时 是 成 立 
的 (这 在 前 面 已 经 证 明 过 了 ). 

由 下 面 的 经 典 命题 可 以 得 到 中 间 的 情形 . 


命题 1 如 果 任 何 线性 算 子 TT 是 上 一 VEY, CRE 
Sobolev 空间 H Ee H — FF 的 线性 连续 算 子 ; 则 当 0<s<r 
N, THE 于 上 的 线性 连续 算 子 . 

如 果 把 了 作用 于 VR 于 上 的 算 子 模 分 别 记 为 CG C, W 
LAT TEH (0<s<r) 上 的 模 不 超过 sup (CG, C). 


承认 这 个 命题 ， 我 们 继续 证 明定 理 6. CA H RR) HM (PR) 
的 一 个 笛子 空间 ， 对 任意 f 属 于 H, E ERKAT f. 这 
时 用 稠密 性 的 典型 推理 就 得 到 了 绪论 . 

为 了 对 一 rs<0 的 情形 证 明定 理 6, ZEEN H REN 
已 .注意 到 工 QE H (FR) FF. FS 0) Au) et LR 
中 的 函数 时 ， 设 (u, v) -| 


ESMgJ RTL R), WA EC), D=O, EG). MRR 
fE FR)(-r<s<0), mh ELR), AK HÉMET f, 


u (x)v (x) dx. 


那么 对 g € H M)(t=—-s5), A 
(E; D , D= GC E; @)) + Q, E; (g)) m—> ©). 
因此 ， 我 们 用 (E S), 9-0 E @) RENE, () € F (R). 由 
于 及 =E, 故 (E (f), E G)=E C), 9). 下 面 要 用 到 这 点 . 
于 是 直接 可 得 ， 当 fe H (MB, EO) MAES. AAA 
性 来 看 ， 算 子 E: H> HEAR. X L (RER (M 
HA, Me OM. Bf) HEL? (RO 模 收敛 到 了 
使 用 典型 的 “28 推导 ”， 由 稠密 性 可 知 ， 若 一 rs<0， 则 对 


任意 的 分 布 fe M R), 有 jE (f )=/ 


还 剩 下 证 明 命 题 1， 用 Fourier 变换 ， 只 需 证 明 以 下 结果 . 

D © (x)>0 E R CWE RE . 设 T: YR, dx)> L R, 
dx) 是 一 个 线性 连续 算 子 . CEEL R, ©(x dx) + VR, 
(x) dx) 连续 的 ， 则 对 0<s<1, T 还 是 L Ro (xÿ dx) > VR 
@ (xf dx) 连续 的 . 

我 们 用 复 分 析 来 证 明 它 . 考虑 两 个 有 紧 支 集 的 连续 喝 数 三 和 
g, CNW Æ ILS, lg 上 1. 设 z 是 满足 0 和 Rezsl 的 复数 . 
构造 整 函 数 

F(2)=(T(fo-*?) , g, (7.1) 

44 Rez=0 mt, fo? =ils; FR, Igor <1. 由 
TH LM) bE, MIF OSC HPCESTFT: L (M 一 
LME. 


Rest, ft pode= Ip isi Bi, foot poux 


lg <1. 由 了 在 已 @, ody LES, MIF OSC, HHc#z 
RFT: R, © (x)dx)— LR, Od) dx) HE. 
(7.1) 中 的 数 积 总 是 L A PHAR. 
最 后 应 用 极 大 模 原理 于 整 函数 e 下 (z)， 这 个 函数 对 所 有 的 
8s>0 在 0 和 Rez 和 1 LÆ, EARE, ERJA. AN, 


xf 0<Rez<1, @ 
[EF (z\\<sup (C,, EC). (7.2) 


让 e 趋 于 零 ， 就 得 到 |F ()|<sup (C, C) O<Ss=Rez<l). 稍 
加 注意 就 知道 ， 这 个 不 等 式 正好 就 是 了 在 中 间 空 间 VR, W dx) 
上 的 连续 性 . 

我 们 想 把 上 述 结果 推广 到 空间 W? (—-r<s<r, 1<p<%) 上 
去 ，W” ?定义 如 下 . 设 0<s<r， 并 且 s 是 一 个 整数 ， 则 fe we, 
当 和 且 仅 当 f 以 及 ts 的 导数 0 都 属于 I (R). 用 UU-AA fe 
LPR) 定义 Wea (AON BV 章 定 理 3). 在 后 一 定义 
H, s 可 以 是 任意 实数 ， 下面， 我 们 象 在 Sobolev 空间 那样 证 
H: 对 所 有 属于 WHERE, Ef) KW ORF S. 

与 惯例 相同 ，p= oo 的 情形 是 一 个 例外 ， 先 扩展 空间 we 
(m € N) 的 定义 到 W™”. EW ”为 对 所 有 |%| 志 m 的 多 重 指 标 
a, Of RF L” (R). 

XÆ, WSE Ww”, FIJE SEW? p-RARHES 


WT f. 即 对 所 有 的 9g € + (PR), |B) at- gdx. 我 


们 已 经 假设 了 0<m<r. 可 以 用 通常 的 空间 Cr" 并 在 无 穷 远 处 加 
上 一 些 条 件 来 代替 W”, 

先 定 义 CUP, FEC MARSH lol <m 的 导数 都 是 有 界 的 
并 且 是 一 致 连续 的 . 因此 ， 对 任意 fe C (RR) ， 只 要 满足 条 件 
O<m<r, E (f ) BK CRAFT f. 当 m=r 时， 要 求 用 来 计算 
E WIH o 本身 也 属于 C"，( 它 及 <m 的 各 阶 导 数 在 无 穷 远 处 
速 降 .) 

最 后 ， 当 9 e C" 并且 有 紧 支 集 时 ， 我 们 可 以 用 不 对 无 穷 远 
处 的 增长 加 任何 限制 的 定义 代替 这 个 CHEN. ERT 章 第 8 
节 ， 我 们 将 看 到 ， 对 某 些 多 分 辨 率 分 析 ， 这 是 可 以 办 到 的 . 
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8. AF D=E..-E G € 2) 


HV, Ge DRL (RY) 的 一 个 + 正则 多 分 辩 率 分 析 ， 用 多 
RRV E Vp PREZI. L (ME W 上 的 正 交 投影 算 子 不 是 
别 的 ， 就 是 D=E,,-E. 因此 ，f (x) © W, SUF f 2» e 
W,. 进而 有 


E =O W, (8.1) 


RER V REL (R) 中 稠密 并 且 V 的 交 是 0} 成立. 
于 是 可 以 用 正 交 级 数 


f=} D=} 4, (8.2) 


分 解 任何 一 个 fe L (R? 的 函数 .我 们 设想 用 这 个 分 解 估 计 经 典 
函数 空间 的 模 ， 会 是 一 件 轻松 的 事 . 

第 一 个 选择 是 研究 L (R)(1<p<o) 分 解 (8.1) 归结 为 W, 
在 I? 上 的 限制 或 扩张 . 

车 1<p<2,， EX W, DAW, 5 LKX, RSV, (DE 
义 是 相 雁 的 .我们 仍 有 Va D=V, tW, (p). 其 中 和 仍 是 直 和 
但 不 再 是 正 交 直 和 了 ， 这 是 因为 当 1<p<2 时， BAF EMDR 
使 得 Vu QEV, DESH W, (p) 上 的 投影 是 LERH. 


RE. # L'E-OW, @, HHO 是 直 和 但 不 是 正 交 直 
A. LAN, 任意 f e L (R) 可 以 唯一 地 写成 
fÈ d, 其 中 , d €W, 0. (8.3) 


并 且 当 1<ps2 时 ，(8.3) BABAR LPO S. 这 个 验证 
是 显然 的 ， 这 是 因为 当 1<p<2 时 ， 算 子 巨 在 LR) 上 是 一 至 
连续 的 . 
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在 2<p<% 的 情形 ， 定 义 W, OAV, ELV (RR) 中 的 完备 
化 . 在 p=o Bt, W, (D) 是 W ERA Hth oL, L) LR) 
中 的 完备 化 . 

这 就 可 以 推广 (83) 到 1<p<oo 的 情形 . 关于 p=1 和 p=% 
的 极端 情形 ， 我 们 将 在 第 亚 章 第 10 节 以 及 第 V À, BV 章 中 
讨论 . 

下 面 的 结果 补充 了 Bernstein 不 等 式 并 使 之 更 精确 . 


定理 7 BV Ge2DEL (R) 上 一 个 r 正 则 多 分 辨 率 分 
W. 则 存在 两 个 常数 C, 宇 C,>0, 使 得 任意 对 满足 0<s<r 的 整数 
s， 对 任意 pe (1, +oco]， 对 任意 函数 1e W, (p)， 有 


CHE ISI, SCIS, (8.4) 
如 果 s 不 是 整数 ， 但 0<s<r， 那 么 仍 有 
CSIA ,< CHfl, , (8.5) 


其 中 A=(—A)z. 


(8.4) 右边 的 不 等 式 就 是 Bernstein 不 等 式 . 为 证 明 左 边 的 
不 等 式 ， 我 们 记 D (x, y) 为 投影 算 子 D=E-ENE. LR, À 


fe Wo。 则 f=|D œ VSO dy. WAER 4 Fl BRD (x, 


y) MAH EDR. -DUA ID (x, DISC, (1+|x 一 闪 "(vm€ N). 
另 一 方面 由 了 (x, y)=2"EQx, 2y) 一 E(x, y) 得 到 ， 当 x|<r 时 ， 有 


[o (x, y) y dy=0, BPE, pE EKE. 因此 ， 应 用 引 理 12， 
就 有 D (x, = D, (x, y) ， 其 中 ， 函 数 DD 也 满足 ID, (x, MS 


C: (+1x-y) 7" (m es 时 .把 这 些 加 到 一 起 就 得 到 了 f (x) = 


fo (x, y) f ©) dy=( IF À D; (x, y) Of O) dy. 由 于 核 Dp (x, 


ye CT L (SpK t(WARAF, MUA T (8.4) 左边 
的 不 等 式 . 

把 这 个 证 明 用 到 s 不 是 整数 时 的 情形 是 常规 的 ， 为 读者 方 
便 ， 我 们 还 是 来 叙述 它 . 当 m<s<m+1 时 ， 使 用 两 个 分 解 D,= 


ED? Oo Di 8， 再 使 用 某 个 分 割 ， 它 就 变 成 D,= GA:， 其 


中 G 是 某 个 对 所 有 1<p<o 都 有 界 的 算 子 ， 这 个 分 割 是 由 
I=U+V 给 出 的 ， 其 中 品 是 一 个 与 乘 子 u (0) € g (R9 相 联系 的 


“BF, Wu ORBARA, EAs- 时 等 于 1 而 在 ES 1 


时 为 零 . 
由 此 得 出 
D,=D,U+D,V 
= Y D; A UAS +2 D CFA TS VA: 
j=m+1 =m 
= GA. 

为 证 明 算 子 G 对 所 有 是 连续 的 ， 只 和 需 在 | 月 =m 十 1 时 验证 
EF BA-U 以 及 在 | 月 =m 时 验证 算 子 Ay, EMA HB wR 
FE eu (ORE I a-u ©) RENBH BT; H+, iw 
上 若 已 被 忽略 ， 而 这 两 个 消 数 是 两 个 可 积 函 数 的 Fourier 变换 . 证 
明 结 束 . 


推论 设 1<p<o, 车 fe W (Pp， 则 当 s 是 满足 0<s<r 
C,2* II, <È Ifi <C2 lf I, (8.6) 


而 在 0<ssr 的 一 般 情形 ， 同 样 有 
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CHL, SIAL, < CI, - (8.7) 


HEAR RE (8.4) 或 (8.5) 中 作 x 2x 的 变量 替换 . 
注意 到 在 (87) 中 ， 当 jE Nnt, TUR OU-A) "RE 
个. 写 清楚 就 是 : 者 1<p<%， 则 
lA ,gC (s, Did- Arf I. 
A RAS AS (—-A)?S 的 Fourier 变换 得 出 ， 这 就 是 
我 们 要 证 的 左边 的 不 等 式 . 
右边 的 不 等 式 由 下 式 得 到 ， 当 1 和 p 和 oo 时 ， 有 
I-A fl, <C' (s, miC+A fl, 


命题 3 W—r<s<r, ISp<O,jEeN.#fE W,(p), W 
C2" isl <IG- APE < C2, , (83) 
其 中 C>C>0 是 两 个 常数 


我 们 仅 上 限于- r 和 s<0 的 情形 证 明 这 个 结论 ， 因 为 O<s<r 的 

情形 已 经 讨论 过 了 . 做 x 一 2x 的 变量 替换 后 ， 要 证 明 的 是 
CAPI, SIGI-AÿSI, SCSI, ， (8.9) 
其 中 fe W, (p), Hesg. 

为 证 明 右 边 的 不 等 式 ， 再 次 使 用 已 用 过 的 等 式 I=U+V.， 用 
它 可 以 分 解 (ef—A)??=(e1—-AyY’U+ (I-A)? Vv ,. 其 中 第 二 项 是 
HRF (+R)? (一 xz) 决定 的 卷 积 算 子 ， 由 于 当 [SI 
时 ，x(e)=1， 第 一 个 因子 在 原点 的 奇 性 被 第 二 个 因子 消去 了 . 
因此 ， 算 子 (s1-A)?V 在 LP? 上 是 一 致 有 界 的 . 

为 研究 第 一 项 在 W (yp) 上 的 作用 ， 再 次 使 用 W BAREKO 


D(x, y). BH, SfE W., f= |P x D SO dy. AFD, 
EEE T. (稍微 改变 一 下 记 法 ) 我 们 已 经 用 过 的 等 式 Do= 


DO 就 变 成 Do= 2 D, ， 其 中 Ds 在 1 (ISpSO) KBAR 


RT. 
因此 ， 有 


(e1- AY PUS T {E-A UD ， 


其 中 ， (—-A)PUP. LP L, AY (P=r>s 5 O<E<1 时 ， 它 
是 在 LP 上 一 臻 有 界 的 .可 以 通过 计算 由 这 个 卷 积 算 子 决定 的 乘 
子 而 立即 得 到 这 个 性 质 ， 这 个 乘 子 (CRIME) 是 (e+ EP)” 
zx (č) f, ER—PA RBRYH Fourier 变换 . 

这 样 ， 我 们 就 证 明了 (8.9) 右边 的 不 等 式 . 为 证 明 左 边 的 
不 等 式 ， 设 t= -ss. 把 /写成 f=E (N=E, E-A) (EI-A)f. 


注意 到 当 1<pson, BTE, -AT 在 LP 上 一 致 有 界 ， 这 


是 因为 根据 Bernstein 不 等 式 ， 这 个 算 子 的 共 思 算 子 (E-A) T E, 
在 L? 上 一 致 有 界 . 
现在 我 们 用 分 解 (8.2) 刻 划 Sobolev 空间 H (R). 


定理 8 Re H"'(R), y GEDBL (R') 的 一 个 多 分 辩 
率 分 析 ， 一 r<s<r， 则 fe€ H (R) 当 且 仅 当 EB ELR), H 
IDfl,=§24, 其 中 EN Ts © PW). 

此 外 ，f 在 于 中 的 模 等 价 于 E B L'É SR EH PW) 
模 之 和 . 


先 证 明 ， 车 d;€ W, E4 lidjj,=82 ,其 中 ss (N), W 
Vid, € H M). HLL, BAVASEH (RE, AH, RE 
ue Vo d € W,, HHMdL <Q, RE uta ATH. FE 


证 它 的 反面 . 
为 讨论 2d， 用 2>0 表示 足够 小 使 得 辐 +2E<r 成 立 的 数 . 
我 们 使 用 H (R) 的 Hilbert 结构 ， 它 是 由 数 积 ((1 一 A)*?u, (1 A)? 


D)=((— AY "u, -AT -名 定义 的 HR Ce, +) BL (9 的 


Hilbert FIXE MASE PER ETB sR. 用 站， | it H W Hilbert 
模 ， 有 

KG 一 Ap d- AFS lull ,lvl a. (8.10) 
这 就 导致 | 


oo 2 

Dal <Æ Da shad, a+ E ld. 
REMAS, M-r<o<rnt, # Id~22%,. AL, Idla 
ld- <C 5 8 4, AER MOY 6g 4 Te, 


由 假设 知 它 的 第 二 个 和 是 有 限 的 ， 因 为 下 与 的 序列 构成 的 卷 积 
是 了 中 的 序列 ， 而 第 一 个 和 就 是 如 此 . 

定理 8 的 第 二 个 结论 是 : RIFE, (NEL (M5 IDfI<E2* 
A SE 严 是 必要 的 . 我 们 将 对 t= 一 s 的 情形 直接 验证 ， 然后 再 
用 关于 共 力 性 的 一 个 简单 注释 . 

设 f 是 一 个 属于 一 r 的 分 布 ， 而 g 是 一 个 对 足够 大 的 j 满足 
D, (g)=0 HY Use PR EX. 显然 有 


G 9) =E A, &@+LO,.2,@). 81) 


其 中 (u, v) = fu (x) v (x) dx. 

设 fe 所 ,我们 用 特别 的 方式 构造 g， 使 得 E= (On 
(x>0)， 并 且 D, (9)=5 D, Y)， 其 中 当 0sj<sN 时 ，s>0 ， 而 
4 ij > NAT, E= 

Ra. 0R &>0， 使 得 根据 已 讨论 过 的 定理 的 直接 
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部 分 有 ll<C, HR C 是 一 个 常数 .为 此 ， 只 和 需 叫 D1<I 
BY G ALD, (SL 在 此 条 件 下 有 IC DSC A, 


x | 
al E, OB+2 slD, MISC le. 适当 选择 % Hs ， 就 完全 得 到 


了 所 要 的 结论 . 
现在 ， 定 理 8 证 完了 ， 它 有 以 下 推论 . 


推论 À -r<s<r, Bre HE ®), g € AY ®), H 
(8.11) 式 成 立 ， 并 且 式 于 右边 是 一 个 绝对 收敛 的 级 数 . 


事实 上 ， ID, MSE, 27, ID;gl,<n, 2”, 由 此 (DY) ’ D,(g)) 
SEN, ; 而 €; 1 是 一 个 可 和 序列 ， 


9, Besov 空间 


我 们 仅 限 于 考虑 非 齐 次 Besov 空间 BS 并 且 先 考虑 正则 性 
指标 s 是 严格 正 的 情形 . 

Besov 空间 的 第 一 个 定义 没有 使 用 Fourier 分 析 ， 它 是 建立 在 
(ERITH Ba Lb. 

W 1l<p<%, 184%, 5>0, m 是 一 个 满足 m>s 的 整数 (m 
的 取 值 并 不 重要 ，m 越 小 ， 越 容易 验证 ). 

如 果 了 本 身 属 于 L? (R”) ， 并 且 存 在 正 项 序列 8 s 以 及 一 个 
HDR 的 函数 构成 的 序列 f ， 使 得 对 所 有 满足 加 = 六 的 多 重 
指标 à, 

lf—-fh,<Ee2 5 GEN . (9.1) 

及 | 
Fpl E207 (9.2) 
成 立 ， 则 称 f 属 于 非 齐 次 Besov 空间 B: “， 其 中 导数 是 在 分 布 意 
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义 上 取 的 . 
因此 设 gj;= fr—f 》 就 有 


feht gor git (9.3) 
其 中 
log], <e, 2" (el=m) , 
a | 
lgl, SE, 2° 
成 立 


反之 ， 若 0<s<m， 从 分 解 (9.3) 式 及 9 的 性 质 可 以 得 到 
(9.1) 和 (92) HK. 

Besov 空间 的 第 二 个 定义 在 于 具体 给 出 构造 g 的 方法 . 为 
i, MTL (RB) 的 r+ 正则 的 多 分 辨 率 分 析 V GEDER. 我 
WA E: L (R) -> VV 表示 正 交 投影 算 子 ， 而 用 D, 表 示 算 子 
Ea E. QD, OW, EM ERR AT, BPW BV Va 
的 正 交 补 . 在 这 个 条 件 下 ， 有 


命题 4 设 0<s<r, fe (RY)， 则 了 属于 非 齐 次 Besov 空 
间 BY, HAKEA 2 ID, OLETE N). toh, fay Bee 
等 价 于 LE, OI, SAR PRA, 
从 某 种 意义 上 说 ， 命 题 4 是 显然 的 ， 事 实 上 ， 用 Bernstein 不 
SRT Wt oO DS) ASA L (R) 模 ， 因 此 就 得 到 
(9.3). 
反之， 使 用 (93) 给 出 的 Bs“ 的 定义 ， 就 得 到 


D, 0)=D, (+d, D; (gu， 
jski, REAT D; L> L ASPO- RARR 
事实 ， 就 可 以 简单 地 用 Clg l, 控制 1D GD 
当 j>k 时 ， 使 用 定理 5 后 的 注 把 D 分 解 成 272. CHE: 


e.me a. ee cm 


样 就 可 以 用 C 6, 22045) ID, G@)l,. 因此 
ID, Os C2 > e, 2079k 4 cy 62 


<C'E 2%, 
其 中 


+ -e-s ÿ-H 
ë, je 4 


是 一 个 上 序列 与 一 个 中 序列 的 卷 积 . HE, EEFI. 
命题 4 就 全 部 证 完了 . 
与 作为 Besov 空间 的 特殊 情形 Sobolev 空间 类 似 ， 可 以 把 


Besov 空间 的 定义 扩充 到 s 是 负数 或 零 的 情形 . 设 > 是 一 个 满足 
r> RE. ÉENDEL (M), H 


IDA <e 27 (eer 0), 


则 称 f€ 成 因此， 如 果 s= 一 s, y>0， aT 
L =1， 则 立刻 可 以 看 出 
G 9) =E N, E HED, A, D, 0). 


Caw Toa fe BS ?与 函数 g es BY ZARAR. 

# p>1,q>1, WRIA BS Hite, HACHEM 
于 所 选择 的 多 分 辩 率 分 析 . 我 们 亦 可 直接 验证 ， 当 p>1, q>l 
Nt, BS AX hE NEA, 

XP FE HEN — PR X € Æ IE Holder 空间 Cr 
{r>0). | 

FE O<r<l, X ( 非 齐 次 ) Holder 空间 C" 为 满足 如 下 性 
质 的 函数 ORS, f R- @ 是 有 界 的 连续 函数 ， 且 


sup If (x) fo < 十 oo 成 立 . ft C' 中 的 模 是 f 的 L” (RY) 模 


1 1 
+— =], — + 
p q 


与 这 个 上 确 界 的 和 ， 因 此 ，C' 是 一 个 Banach 代数 . 

我 们 熟知 的 Ascoli 定理 指出 ， 车 f 是 C' 函数 的 一 个 有 界 序 
列 ， 则 可 以 从 中 选 出 一 个 子 列 有 ， 它 在 归 上 一 致 收敛 到 Cr' 中 的 
一 个 函数 /这 个 性 质 很 类 似 于 以 下 经 典 的 叙述 : 车 EE 是 可 分 的 
Banach 空间 ， 则 EKSH E* REBT O(E*, E 
下 是 紧 的 度量 空间 ， 

这 两 种 叙述 方法 ， 即 Ascoli 定理 及 可 分 Banach 2 [A] AY St HE 
空间 的 单位 球 的 弱 紧 性 ， 是 由 以 下 事情 相关 联 的 ，H8lder 空 间 C" 
与 可 分 Banach 空间 B= B7" | W Hg S fe] —— Besov 空间 B7” AW 
重合 . 

我 们 将 在 0<r<1 时 验证 这 两 个 论断 ， 然 后 讨论 当 r 之 1 时 Cr" 
的 定义 ， 希 望 仍 有 B "=C "成 立 . 同时 ， 还 要 用 Zygmund 类 Ax 
代替 空间 C. 

从 验证 

C'=B,"=(8;"')* (9.4) 
开始 . 
HA., PEC, mH 


Df ao=z (2x, 2y) f O) dy 
= >| D (2x, 2y) F Y)—F (x) dy. 


HI O—f CNSCy—x!, ARID (x, yI<Cx-yl""'", 直接 得 到 


ID fll. 的 控制 . 

RL, KfHqrfhtft, HH Ifilo C2, 126x fla 
CY (1Sk<n). 又 设 go 与 它 的 梯度 属于 L (M. RH. fe 
C. AVMs, Bt OS CI (4 x-y 时 ). 我 们 先 
找 一 个 整数 N21, CRE 2 <x—-y<2- 2. 然后 用 YY & 
TRE. SJSN, A yx IVf EHA O-F GOI， 否则 就 


用 fl. 控制 ， 另外， 显然 有 lg。 0-9 GSC, x-y. 把 这 些 


N. oO 
C jx—yld 2787 4+C D 2 和 C' 一 下 
0 N+1 


控制 if O)-f OM. 
我 们 现在 讨论 空间 B 分 布 产 属于 这 个 空间 当 且 仅 当 


ht y, 
Eh, we VOL veWNnL,EÆA but +2 lol, <co. 
根据 定义 ， 这 个 和 式 就 是 的 B R. 显然 ， 


fh) =g WtdG, v) (9.5) 


给 出 了 feC' 与 he B NAME, REAA, |G Sifa 
lol, <C 27 lol. 

为 了 证 明 C" 正 好 就 是 (CB), Fiore WEAR, VER 
fe W, (©), Ifl SC sup | 克成 立 ， 其 中 ， 上 确 界 是 对 所 有 
WE aSK hE WHEN. HUE, wher), t 
得 ll, <1, H If <2(G, DI ATF SEW, (©), RAA ( 
h) =(f DA=(, h). MD; L -> DL 是 有 界 算 子 ， 且 D, 的 模 与 j 
无 关 ， 因 此 ， 有 lhl Sc, X If SAC J 用 2C 代替 C， 就 
证 明了 所 求 的 不 等 式 . 

若 r=1， 不 用 通常 的 空间 C 而 用 Zygmund FREE. RM 
现在 就 来 定义 这 个 类 . 如 果 ER LER, FERC, WHF 
xER,yER, HR Uf (x+y)+f (x 一 一 2f OSC Ol<1) R 
Z, 则 称 f€ Ax. 此 外 ,为 估计 |>1 的 情形 , BER fe L°(R). 
fii Ax RE fl, 与 定义 A* 的 不 等 式 中 常数 C 的 下 确 界 的 
Al. 

Ra, #m<s<mt+l, KfECR), MESECHKHA 


数 ， 它 的 满足 loam 的 每 个 导数 Of 属于 前 面 定义 的 空间 Co. 
此 外 ， 还 要 求 f€ L” (R). 
有 了 这 些 概 念 ， 便 有 


命题 5 RVG EDRL (mm 的 一 个 r 正 则 多 分 辩 率 分 
析 ， 则 fe C' G< 用 当 且 仅 当 (NE L*, BID, (asco 
其 中 C 是 一 个 常数 . 


我 们 将 在 第 Wi 章 讨论 齐 次 Holder 空间 ， 因 此 这 里 仅 限 于 讨 
论 命题 5 证 明 中 的 主要 困难 . 要 验证 的 是 fe C’ (>1 是 一 个 整 
数 ) 蕴含 着 ID, PI<COF. 困难 在 于 空间 C" 不 再 是 通常 的 空 
间 ， 而 是 C ART Zygmund 类 …. 先 说 明 ， 怎 样 把 问题 归于 
s=] 的 情形 ， 为 此 设 sS=m+1， 使 用 已 有 的 等 式 

D,= =2 LD, OF . (9.6) 


我 们 知道 ， 算 子 D ÆREN D, (2x, V) 定义 的 ， 其 中 ， 
D, (x, MSC (+x 一 "(YN © N), FH je y) dy= [Dey 


y, d= 0(1<j<n). 因此 ， 就 回 到 了 s=1 的 情形 . 由 以 下 引 理 ， 
就 可 以 得 到 结论 .该 引 理 不 是 显然 的 ， 我 们 将 在 第 VI 章 证 
HE, 
引 理 14 Wg Ee LR), X. g 满足 
lg CASC A+ -X) ",, f (x) dx=0, & 


fa g ()dx=0 (ISk<n), (9.7) 
则 对 任意 fe Ae, À 


| fr (2) g (ND 对 <c Mla NO, 


其 中 N21, MC 是 仅 依赖 于 CC 而 不 依赖 于 x 的 常数 . 


10. AF 与 伪 微 分 算 子 


记得 伪 微 分 算 子 了 是 用 符号 o(x, O EXB, MASE x eR, 

Ce RHR (有 时 要 限制 * 关 0). 形式 上 ， 它 由 公式 
T (e*“°°)=0 (x, Je * (10.1) 
定义 . 这 个 公式 在 无 线 电 测试 中 称 为 调幅 . 

如 果 符 号 0 (x, 6) 不 依赖 于 x, BALETT ‘REE F 
是 对 角 化 的 ，“ 特 征 基 ”只 在 6。 e 乙 的 周期 情形 才 是 一 组 基 ， 如 
RES ox, 急 对 x 具 有 一 定 的 正则 性 质 ， 那 么 ， 算 子 了 是 “ 几 
乎 对 角 化 ”的 ， 我 们 就 可 望 它 的 有 界 性 ， 提 醒 一 下 ，Hbrmander 
的 S ;类 定义 为 | 

_ 14 a(x, DISC, B) (+E. (10.2) 

用 o(x, DEMRERSCERAT Rte “的 振动 性 ， 这 种 
情形 显然 不 应 发 生 ， 为 避免 这 种 和 情形， 在 (10.2) 中 不 允许 有 
p=û=1. 

算 子 了 与 符号 ox, 6) 通常 是 线性 依赖 的 .用 Fourier 变换 来 
说 ， 任 一 (RP) 中 的 函数 ERR e ‘HEIN 


f O=" je> t f (E) dE. (10.3) 
由 于 线性 ， 有 
Tf =r) fe tag E) f (Č) dé. (10.4) 


RE o(x, &) E L° RXR), (10.4) 的 方法 就 有 意义 ， 这 是 我 
们 要 讨论 的 例子 的 情形 . | 
HV GEDEEL (RI 的 r 正 则 多 分 辩 率 分 析 . o 是 第 4 


节 算 法 所 定义 的 函数 ， 设 E: L (M) 信 是 正 交 投影 算 子 . 
那么 ， 我 们 有 


命题 6 L REV LEXRBAT 的 符号 是 ox, 2y), 
其 中 ， . 


© (x, = ex G (CE + 2km)O (6). (10.5) 


在 证 明 这 个 结果 之 前 ， 先 对 这 个 符号 的 正则 性 做 几 点 解释 ， 
HE, ox, 6) 关于 变量 xE ZARBA. EXE, È 
O(x, 6) 是 一 个 符号 ， 了 是 相应 的 算 子 ， 则 对 所 有 a € R, o(x 一 a， 
6) Æ RTR (HAS, BPR f(x)=f (x-a). BAAT EE 与 平 
BR (ke ZZ 可 交换 ， 因此， 的 符号 og (x, 5) 关 于 x 是 乙 膨 
期 的 . | 
(10.5) 右边 的 级 数 是 函数 x — ox, č) À Fourier RH. 我 
们 很 容易 计算 它 的 和 ， 这 是 因为 ， 把 k€ SHEAR, We (+ 
2k7) 是 周期 函数 x 一 ex***g (x) 的 Fourier 系数 序列 ， 这 个 注 
释 由 第 工 章 的 引 理 1 得 到 . 于 是 ，(10.5) 便 化 为 


0 (x, DJ E erect) (6). (10.6) 
从 这 个 式 子 可 以 读 出 符号 的 性 质 ， 由 于 9 的 阶 数 不 超 过 的 
导数 的 速 降 性 ， 
[O00o(x, E< CX) (10.7) 
对 所 有 的 x © NN' 及 满足 | 有 <r 的 be 时 成 立 . 
现在 ， 我 们 使 用 等 式 E, (e*'“)=o(x,《) er 全 证明 (10.6). 


因为 E,W) 9 (x 一 RP 一 k) ， 就 有 
Efe*"*)=2,6 (x- kK)? GE) e dy 


=} 9 (x-k) & © @OH=a(x, H & |. 


由 此 得 到 (10.6). 

得 回 到 重要 的 等 式 E xr (lr). 由 这 个 等 式 可 以 得 到 
符号 的 ox, 6) 的 特殊 性 质 ， 我 们 就 来 解释 它 . 

用 (10.4) HE, (x), RARE FH Schwartz KH Mik x. 
考虑 函数 上 (=x eo (ve>0), HAY Fourier 变换 是 "02 9,(6), 
其 中 


ge @=(+ y exp (— 18/45). 
因此 ， , 
E, mozen ‘a (x, 589 (È) de . 
符号 o(x, 习 关 于 “无 穷 次 可 微 ， 并 且 它 的 所 有 导数 都 是 有 界 
的 . 因此， 用 分 部 积分 ， 便 有 
Ef (D Q7) |e" olx, 2)} ge () dé. (10.8) 


而 Oime (9, RERS RÉRE (x, y) ERATA 
是 Ox- D (CHES m), ， 因 而 就 可 以 使 用 Lebesque 控制 收敛 
定理 . Æ (10.8) 中 取 极 限 ， 便 得 
x“=(— 0; {e™*o(x, 6) }e=0) (10.9) 
FAME le <r Mae NRL. FO (x, 0)=1 和 M(x, é) 
在 “=0 $F (1< <r). 
联系 到 等 式 (10.5), A a(x, => ei” @ (kn) =l. 


WE, 4 k#0 Rt, (0) (247) = 0， 这 样 一 步 一 步 地 做 ， 就 有 
(Op) (2k7) =0(k 40, <r). 
再 回头 看 等 式 1=2 16 E+N, 


已 知 该 级 数 以 及 它 的 各 阶 导 数 的 级 数 在 任何 紧 集 上 一 致 收 
和 敛 ， 刚刚 得 到 的 结果 表明 ，9 及 它 的 直到 r+ 阶 导 数 在 2k7 处 
(k#0) 都 是 零 ， 由 此 ， 我 们 有 以 下 结论 ， 


”命题 7 记号 如 前 所 述 ， 当 | 一 0 时 ， 有 份 (G)f=1+ 
oqs’. 


RRES 章 用 这 个 重要 结果 证 明 ， 从 多 分 辩 率 分 析 V, 
出 发 构造 出 来 的 小 波 的 % Br fe W, (x) dx=0 (<r). 


Ba, TARAA p “TBE”, URE 9 的 所 有 其 
它 性 质 的 同时 ， 能 得 到 更 精确 的 信息 E= +o, BA E 
JA BAY BR BL 满足 


fos dx=1 H ix? (x) dx=0 (1S|@}/<2r+2). 


9 所 保留 的 其 它 性 质 是 : x-k) (k e€ DEV W-AEX 
基 ， 以 及 导数 Fols r HERE. 

但 是 ， 有 一 种 不 该 做 这 种 修正 的 情形 ， 即 在 命题 7 中 要 求 g 
有 紧 支 集 ， 这 个 性 质 在 我 们 做 的 处 理 中 会 消失 . 

为 保持 8(0)=1， 先 用 一 个 模 为 1 的 常数 去 乘 9， 接 着 用 aé) 
表示 PC 的 幅 角 在 0 点 邻 域 上 的 一 个 连续 限定 . 这样， 只 要 
E<, RA P= mE x(0)=0, «(é) Æ <i BHF 
次 可 微 的 ， 最 后 ， 延 拓 x(6) 到 整个 民 成 为 一 个 以 272" 为 周期 的 
无 穷 次 可 微 的 实 函 数 . 记 这 个 函数 为 BO. 用 00 (人 代替 GO), 
则 在 0 点 的 邻 域 有 9(6)=|PC)， 这 就 是 我 们 所 要 求 的 . 


11. 多 分 辨 率 分 析 与 有 限 元 


我 们 回忆 一 下 在 数值 分 析 的 通常 的 有 限 元 技术 里 “限制 ”和 


“ 延 拓 ” 算 子 的 定义 我 们 想 指出 ， 如 果 定 义 1 中 的 函数 g 具有 
紧 支 集 而 不 只 是 速 降 的 ， 则 完全 与 > 正则 多 分 辩 率 分 析 的 理论 

考虑 取样 的 步 长 > 0， 在 有 限 元 技术 中 要 用 高 艇 的 网 jz R 
PERS UR 离散 化 ， 记 这 个 网 为 下， 我 们 想 用 指标 在 工 
中 的 序列 空间 定义 不 同 函 数 空间 的 函数 逼近 ， 来 模仿 这 个 几何 
通 近 . 

构造 出 的 第 一 个 算法 称 为 “限制 "， 它 把 外 上 函数 或 分 布 变 
， 成 指标 在 工 中 的 数值 序列 .然后 是 “ 延 拓 "， 它 从 定义 在 下 上 的 

一 个 序列 出 发 ， 外 推 这 个 序列 以 找到 尽 可 能 简单 的 函数 . 

这 里 ， 我 们 不 是 在 通常 意义 上 理解 “限制 ”及 “ 延 拓 ”这 两 
个 词 . 事实 上 ， 我 们 提出 把 一 个 LO 的 函数 或 分 布 “限制 " 
到 TT 上， 显然 不 是 通常 意义 上 的 限制 (也 不 是 Sobolev EE EE 
义 上 的 限制 ). 

更 出 乎 意料 的 是 ，“ 延 拓 ” 并 不 能 得 到 比 所 能 期 望 的 更 多 的 
东西 .从 一 个 序列 c OVE 中 出发， 构造 一 个 正则 函数 ， 它 是 
在 某 种 意义 上 “ 延 拓 ”了 c () ， 但 极 少 是 在 通常 的 意义 上 延 拓 
T c 0). 

现在 ， 我 们 定义 这 两 个 算 子 ， 从 一 个 整数 re N 和 满足 以 下 
假设 的 两 个 函数 出 发 ， 这 些 假设 是 


AEL” (®) 4 是 紧 支 的 ， 它 的 积分 值 为 1. (11.1) 
HERH R), 是 紧 支 的 ， 的 积分 值 是 1， 且 当 K eZ, 
k#0, O<|¢|<r 时 ,Oh (2kn)=0. (11.2) 


把 4 与 人 联系 起 来 . 当 1< 和 ll 和 r 时 ， 有 
ET (x—7y) dx dy=0 (1<la|<r). (11.3) 


按照 (4)， 人 们 定义 “限制 ” 算 子 (或 取样 ) 及 “ 延 折 ” 算 
子 如 下 : | 


(ru) (hk) = fox) u (x) dx, (11.4) 
Ho ue LR, kezZ, K 
(pu) (x) =) u, (hk) 4 (ho 'x—k). (11.5) 


J. P. Aubin Æ (4) 中 证 明了 ， 从 条 件 (11.1), (11.2). 
(11.3) TUBS, À 0<s<r, u € WR), MÉEKhET 0 
AY, pr, (u) x HÉMT u. 

请 注意 ， 加 在 4 上 与 加 在 上 上 的 条 件 是 不 相同 的 .为 使 

(11.5) 的 右 端 属 于 H (R? ,人 也 应 该 有 同样 的 要 求 . 然而 ， 当 
u E€ F (O<s<)H, AEM (114), AE L RET. 4uk— 
个 属于 H” (R') 的 分 布 时 ，r, 的 定义 就 不 再 适用 . 在 有 限 元 技术 
中 ， 通 近 分 布 是 使 用 (114) 及 (115) 的 共 轿 形式 . 

最 后 ， 当 给 出 了 kh， 而 4 满足 条 件 (11.2) H, ABE A, 


使 得 (113) 成 立 ， 事 实 上 ， 后 一 个 性 质 可 以 写成 fer (x) dx= 


C œ, 办 (an. 对 任意 6>0， 可 以 找到 一 个 无 穷 次 可 微 的 、 支 
EER jxj 和 6 内 的 函数 4， 使 它 的 不 超过 ” 阶 的 挎 是 事先 规定 好 
TH. | 

再 次 回 到 r 正则 多 分 辩 率 分 析 . 设 定义 1 中 的 函数 g (x) 有 
紧 支 集 ， 我 们 证 明 过 , 4k € Z, k#0, jor 时， (0%) (2k) 
=0. 总 可 以 假设 8(0)=1， 这 可 由 乘 一 个 模 为 1 的 常数 到 OTE 
M. $9 和 9 之 间 的 关系 是 

ô (G= HO (EHP. (11.6) 

此 外 ， 我 们 还 证 明 过 ， 右 边 的 级 数 是 无 穷 次 可 微 的 、 严 格 正 

Ay ea AE, 
Og Qkn)=0 (k € Z, k#0, <P). 
如 果 函 数 g 是 紧 支 集 的 ， 那 么 它 恰 恰 具 有 (112) 为 定义 


“ 延 拓 算 子 ” 所 规定 的 性 质 . 
在 多 分 辨 率 分 析 中 ， 取 样 的 步 长 是 h=2- 应 用 的 网 是 
厂 =2- 们 ， 我 们 记 “ 延 拓 算 子 ” 为 ,PP 把 一 个 平方 可 和 序列 0) 


ye 工 ) 映 成 V 23 [a 9 BRK f =) a (>) g (2 (x—7)). 


正 象 已 指出 的 那样 ， 容 易 把 另 一 个 具有 紧 支 集 的 (也 可 以 具 
有 我 们 想 要 的 正则 性 ) 函数 与 9 联系 起 来 而 构造 一 个 有 限 元 理论 
意义 上 的 “限制 算 子 ” (或 取样 )， 我 们 在 本 章 不 打算 构造 这 样 
HEF., RER: fe 世 在 下 上 的 限制 不 是 用 来 构造 了 的 序列 
a()， 如 果 用 来 定义 限制 的 函数 4 具有 紧 支 集 ， 而 T(x 一 k) (kE 
又 是 g (x-- 朋 的 共 罗 基 ， 则 是 这 种 情形 ， 在 > 正则 的 多 分 辩 率 分 
ep, RHA (x 一 月 总 是 存在 的 ; 从 第 4 节 中 计算 的 直接 
修正 就 可 得 到 
hO)=98) Cig EHP., 
EAS 4 RER RAR A SHARE ROH IE. R 
们 看 到 ， 所 构造 的 函数 户 在 >>1 时 不 总 是 有 紧 支 集 的 . 
我 们 将 在 第 于 章 证 明 ， 对 任意 的 +e N， 存 在 (R) 的 > 正 
则 多 分 辨 率 分 析 、 使 得 相应 的 函数 p 有 紧 支 集 ， 于 是 由 
Pp (x)= UNAL- k) 
和 . 


(Rf) (27k)= lp (u)P(Zu—k) du 


定义 的 延 拓 算 子 P, 和 限制 算 子 R 具 有 重要 性 质 : RPp=I， 并且 
R; L R)—> r (UC) À P; f (一 L (R’) HSER. 

由 这 个 很 特殊 的 性 质 ， 我 们 能 够 (也 应 该 ) 用 这 些 算 子 离散 
AR f € H“ (FR) (0<s<r). 

因此 ， 多 分 辩 率 分 析 是 作为 有 限 元 方法 的 一 种 新 形式 而 出 
H. 然而 存在 观点 上 的 区 别 . 正 象 物理 学 家 把 “网 台 近 ”用 于 量 
于 场 论 的 计算 ， 我们 提出 了 所 用 网 的 相 容 性 关系 Tc ra 这 


个 关系 可 以 译 成 函数 集合 的 包含 关系 V € Vu. HÈTERX 
系 ， 可 以 从 式 子 万 图 W= 芒 中 定义 一 种 变更 空间 W, EH 
EE 章 中 起 决定 性 的 作用 . 

在 多 分 辨 分 析 中 ， 逐 次 焉 近 动 力学 是 不 可 缺少 的 . 我 们 没有 
CES RREBR ORP) 有 紧 支 集 的 算法 ， 对 速 降 函 数 已 经 
满意 了 . 

在 有 限 元 技术 中 ， 这 种 逐次 表 近 动力 学 是 不 存在 的 ， 除 非 我 
们 对 曲线 进行 一 次 又 一 次 的 细 化 .然而 总 也 不 能 达到 我 们 作 的 那 
样 重复 到 无 穷 次 . 


12. fA: Littlewood — Paley 多 分 辩 率 分 析 


在 第 2 HH Littlewood— Paley 多 分 辩 率 分 析 这 个 特殊 情形 
中 ， 我 们 使 用 公式 〈10.3) ， 它 给 出 了 算 子 EWS a(x, 6). 让 


我 们 回忆 一 下 ， mR- << À 时 , 多 (6)=1， ETES 
nt, O(2)=0; O(-6)=0(), 6€ 9M, AE 最 后 还 有 ， 当 
0 和 <<27 Ht, (PE) +((027-Éÿ=1. 

现在 ， 公 式 (105) 最 多 只 有 3 项 .中 间 一 项 (OY 是 一 个 
卷 积 算 子 的 符号 ， 记 这 个 算 子 为 S$， 其 它 两 项 对 应 于 k=1 与 
k=-1. HOEWE. BH KE + <i< E 上 ， 
它 满足 ! (2z 一 s)=We) RMA A 记 相 应 的 卷 积 算 子 . 

最 后 ， 设 08-9C+2mD9(6) ，9 就 支 在 ~- TE <E<- À 
bk, BA 记 相 应 于 9 的 卷 积 算 子 . R, h (10.5) 得 到 下 面 
的 等 式 . 


命题 9 在 Litlewood 一 Paley 多 分 辩 率 分 析 中 ， 算 子 巨 由 下 
— 83- 


式 给 出 
E=S;+MA +M-'A;, (12.1) 


其 中 ，M 是 用 exp (27i2x) 去 逐 点 相 乘 的 算 子 ，A 人 和 A- 从 
Fourier 变换 角度 看 是 由 乘 子 ! (270) M0 LÉELMET. 


(12.1) 的 右边 由 三 项 组 成 : 主 项 和 两 个 误差 项 . 主 项 是 由 
卷 积 算 子 给 出 的 传统 的 恒 等 通 近 ， 两 个 误差 项 与 两 个 频率 区 间 
| 2 X, 和 2 | |- Z X — = 2| 有 关 ， 也 与 由 Fourier 
变换 分 别 支 于 这 两 个 区 间 的 函数 组 成 的 (R) 的 两 个 子 空 间 U, 
AV, 有关 ， 应 注意 到 下 面 的 事实 : M; Vj UR: # 
EMA KREU, FH, M'A WREE V.. 
这 两 个 误差 项 在 算 子 强 收敛 意义 上 对 所 有 的 函数 空间 (除了 
L” 和 一 些 明显 的 空间 外 ) ÉT 0. 
我 们 以 后 将 介绍 怎样 用 这 个 等 式 来 很 简单 地 构造 圆 盘 代 数 
A (D) 上 的 Schauder 基 . 
我 们 来 计算 D=E,,-E,.WA=S.,-S,, À 
D,=4,+R,; , (12.2) 
其 中 ， 
R=M A tM aA MA -M;'A. (12.3) 
主 项 是 A ， 误 差 项 是 R ， 主 项 就 是 在 传统 的 Littlewood 一 
Paley 分 析 中 所 使 用 的 东西 ， 这 就 是 为 什么 我 们 称 这 个 多 分 辨 分 
tA Littlewood — Paley 分 析 的 原因 ， 这 是 一 个 性 质 上 更 接近 于 通 
常 的 Littlewood — Paley 分 析 的 多 分 辨 率 分 析 . 
在 结束 本 节 之 际 ， 我 们 来 计算 r 阶 样 条 多 分 辩 率 分 析 中 的 函 
RP. 
从 [0, 1) RIB REM x (x) 出发. 设 g W=Xe “4 X 
(r+1 项 ). 对 支 集 包含 于 [a, b] (la, b] 应 具有 最 短 长 度 ) WY, 
Hee. ke ZFC, MATR. RNA 9 E= 


1—e-* B 
i¢ jJ ` 
使 用 这 个 函数 ， 定 义 p 如 下 : 
a aa -12 
10-40 (Fuerat J". 
为 了 叙述 得 更 细 ， 我 们 区 分 两 种 情形 ， 若 7 是 奇数 ， 设 +=2s 
-i GEN, Mô @=( sin 12 ) ot 
A gxtS) REF g (x) ， 没 有 改变 g (x-k (keD nA 
一 组 Riesz 基 这 一 基本 性 质 ， 最 终 得 到 T aH ae ) 
现在 计算 


(19 EHTA = (sin ¢ /2)* OE + kny +), 


par y =Z 出 发 ， 求 g-1 次 导数 ， 得 


2o z+ kT sin Z 


= P, (cos z 

> ry =- ， (12.4) 
其 中 ，P, 是 oos z 的 g~2 次 多 项 式 . Hq 是 偶数 ， 从 (12.4) 显 
然 可 看 出 ， 在 [0,1] LP ORM REM. 再 来 计算 OC). 由 
r+1=2s, À 

#0 3 y (Pa (cos ED. 
根据 命题 7， 在 上 =2kz (k 关 0) kb, OOM HS r HEAR 

值 0. 


现 设 + 是 偶数 ,对 整个 g Co 作 平 移 后 ,有 0-( sin $n | 


e2. Bg (x) Lh x= L 为 中 心 而 不 是 以 0 为 中 心 . 计算 OC) 与 


我 们 刚刚 作 的 相似 ， 其 结果 是 


PÉ)= Se res (P,+2 (cos s/2)) ™. 


RNS, o 是 中 心 在 x= 处 的 实 函 数 ， 与 前 面 情 形 一 样 ， 
在 上 =2kr (LÉO) 处 ，6 的 < 阶 导数 取 0 值 . 


13. 注释 与 述评 


多 分 辩 率 分 析 的 概念 是 作者 与 S. Mallat 合 作 引 入 的 ( 1986 
#k, (178)). S. Mallat 把 这 个 概念 与 数值 图 象 处 理 的 算法 联系 了 
起 来 . 比如， 在 平面 上 ，f (x, p 是 理想 的 图 象 〈 绝 对 精确 的 )， 
而 f(x, 办 表示 这 个 理想 图 象 的 一 个 通 近 ， 这 个 通 近 的 分 辨 率 
(的 大 小 的 数量 级 ) 是 27. 

我 们 不 打算 给 出 构造 所 有 L (RY) 多 分 辩 率 分 析 的 一 般 方 
法 . EAI 章 中 将 叙述 S. Malat 的 一 种 算法 ， 它 给 出 了 已 知 的 
所 有 L (R") 多 分 辨 率 分 析 . 将 用 这 个 算法 证 明 ， 对 任意 re N， 
紧 支 集 小波 正 交 基 的 存在 性 (I. Daubechies). 

多 分 辩 率 分 析 的 概念 使 G. Deslauriers 和 S. Dubuc 在 二 进 插 
值 名 义 下 引入 的 算法 一 般 化 了 . Deslauriers 和 Dubuc 的 工作 在 我 
们 的 工作 之 前 ， 是 用 来 构造 分 形 曲 线 的 (C100)，[C1017). 这 
里 ， 将 对 Deslauries 和 Dubuc 的 想法 作 简 短 的 叙述 ， 我 们 有 意 用 
第 五 章 Malat 算法 的 语言 来 写 它 . 

从 显然 的 包含 关系 ZZ © Z/2 出 发 ， 我 们 希望 尽 可 能 忠实 地 
RD EURE “ZRHEAR RE" JV >r (D. 为 此 ， 
Ay? (如 一 PP 所 表示 (AT Of R-DDEXMEÉESF 
(k E Z). BRIGG ELA RIB. RATA t RAE T rD 
上 的 平移 算 子 . | 

这 样 ， 要 求 J 有 下 面 三 个 性 质 : 


(a) J @- r @DA-TREBBRT. HAR 
个 算 子 当 严 DAT 2) 分 别 带 有 弱 拓 扑 ce OM, l OR 
a, (2/2), ,人 @/2) 时 仍 是 连续 的 ; | 

(b) Jt,=tJ (Wk € Z); 

(c) 对 所 有 的 (如 中 的 序列 ff IAEE BE2) 的 一 个 序 
列 、 它 在 Z 上 的 限制 与 1 一 致 . 

Ait, AT J 就 是 把 仅 定 义 在 ZZ 上 的 序列 延 拓 到 Z/2 上 的 
QF. RNS 表示 第 大 项 为 1 其 它 项 为 零 的 LP OPH 


A. 用 > Oo OME DEXATIMHHS. FR, M 


b) 就 得 到 J 6) (二 )=w(1 一 2h). 由 于 线性 与 连续 性 ， 最 后 
得 到 
J DUO= 2 SW © 0-2k). (13.1) 


符号 @ 完 全 决定 了 算 子 J. 性 质 (c) SRF CO)=1 及 w(2k)—0 
(k EZ, k 关 0). 反之 ， 具 有 这 最 后 一 个 性 质 的 任何 序列 we | (2) 
都 构造 了 一 个 满足 (a)，(b)，(c) HAT. 

通过 简单 的 尺度 变换 ， 算 子 J 恋 成 算 子 J: PP (772) 一 
PC "mY 这) ， 它 满足 性 质 (a) ， 它 与 平移 2- 可 交换 ， 并 有 旦 它 把 
r (2°"Z) 中 的 序列 延 拓 到 (2-"”! 友 中 的 序列 . 此 外 , J, 像 了 一 
样 ， 是 由 序列 w (Ne 习 所 决定 的 ， 即 J (0 EE 2-” 世 处 取 
o (D (1 © DAFA, 

F-H£E At ATS M 2°Z Me 如 的 上 升序 列 来 “ 通 
近 ” 民 . 从 任 一 列 fe 下 四 出 发 ， 我 们 可 以 往 下 延 拓 成 万 < 
(2/2) , °°, f, € C2). 这 时 有 JJ O= fas EP, 


far GDS fo. (13.2) 
收敛 性 问题 在 于 知道 是 否 存在 一 个 内 上 的 连续 函数 所 ， 对 
| — 87 — 


ym € 时 ， 它 在 2-"Z 上 的 限制 与 ,一 至. 

为 回答 这 个 问题 ， 只 需 考查 在 特殊 情形 f=s 时 对 与 否 . 把 
相应 的 函数 大 记 为 9， 设 g CO) 是 连续 的 ， 我 们 也 将 有 9 Ee 
LA. HE, Re, RA W=LS® g ho. 

收 伍 问题 仍 还 没 解 决 ， 但 由 Deslauries 和 Dubuc 的 工作 ， 我 
们 提出 了 充分 条 件 . 这 两 位 作者 也 计算 了 g 的 Fourier 变换 (B 
设 它 存在 )， 他 们 看 到 ， 测 度 g(x) dx Æ “Riemann fl” Un =2-”， 
2.g* 65- 的 弱 极 限 ， 其 中 6 表示 在 a 点 的 Diac 质量 . 设 o= 


FLO Fey, M = on. BIO=F Loe, 
就 有 
g =I 17 (278). (13.3) 


仅 当 ?0O)=1 时 ， 这 个 无 穷 级 数 收敛 ， 即 ， 若 用 1 rR 
示 各 项 都 是 1 的 常数 级 数 时 ， 就 有 J (1)=1. 

最 后 ， 设 造 出 的 函数 9 (x) 对 某 个 整数 + e N 满足 (2.6). 
我 们 用 Vy 表示 从 属于 忆 四 的 (不 是 属于 严 OK) 序列 fK 
出 发 得 到 的 极限 函数 f 的 集合 所 构成 的 向 量 空间 ， 换 言 之 ,f ey 
当 且 仅 当 

f@Q=l4g -Rh G=fHEr ER) (134 
FE, LÉ L ( 凤 的 一 个 子 空间 ， Mg x-hbKtREDEVME 
Riesz 基 ， 此 外 ， 还 存在 L' (R) 的 一 个 多 分 辩 率 分 析 V, ( ED, 
EUV WHER. | 

这 个 多 分 辩 率 分 析 具 有 (134) 所 述 的 特点 ， 即 g (0) 一 1 
g(k)=0 (k € Z, k¥0). 

EZ, WV, (€ DEL 图 的 一 个 r 正 则 (r>1) ZARR 
分 析 ， 使 得 函数 g (x) 除了 满足 (24) 和 (2.6)， 还 满足 条 件 
g (K)=0 (k € Z, k#O) Bg (D)=1， 则 这 个 多 分 辩 率 分 析 来 源 于 一 种 
二 进 插值 的 算法 ， HR © D= (> ER 


特别 地 ， 由 奇数 阶 样 条 的 能 人 空间 所 给 出 的 多 分 辨 率 分 析 来 
源 于 二 进 插值 的 方法 ， 这 时 序列 ON € 如 具有 指数 下 降 性 . 

第 三 个 例子 中 的 Littlewood — Paley 多 分 辩 率 分 析 同 样 来 源 于 
RERA, GAY, c(t) 是 速 降 的 . 

Daslauriers 和 Dubuc 只 限于 考虑 除了 w(O)=1 外 仅 由 四 个 值 
a=0(3), b=0(1), c=O(-D A d=O(-3) RN “FF 7", fib 
们 想 合 理 地 调整 wp，c, d 来 造 出 一 个 图 数 9g (x)， 它 是 一 个 分 
形 构 造 . 

在 下 章 里 ， 比 较 由 Deslauriers 和 Dubuc 定义 的 算 子 了 和 由 
S. Mallat 所 导入 的 它 的 类 似 物 将 是 有 意思 的 ， 后 者 是 部 分 保 范 
的 JP (如 一 了 (Z/2)， 它 与 平移 可 交换 ， 并且 满 足 人 允许 “从 离 
散 走 向 连续 ”的 正则 性 条 件 . 


Bl 章 MREZE 


wii} 


l. 4] 


设 m e ZE—-*+BR, MR-TRESH BR W(x) 满足 以 
下 看 上 去 矛盾 的 四 个 性 质 ， 则 称 它 是 一 个 m 类 的 小 波 〈 基 )， 这 
些 性 质 是 : 
(a) 车 m=0， 那 么 VX) es L° A; A m21l, WY GX 
它 的 直到 m 阶 的 导数 都 属于 L” (A). 
(b) Wx) 及 其 直到 m 阶 的 导数 在 无 穷 远 处 都 是 速 降 的 ; 


(c) xf 0<k<m, 有 | xW(x) dx=0; 


(d) BR2A0Cx-HGEZkKE DHKAWRL AM 
一 组 正 交 基 . 

函数 27 (Xx 一 k) (i EZ, ke DRAH “PFR” VERED 
波 ， 而 条 件 (a)，(b) 和 (c) 分 别 表 示 加 到 “小 波 的 母亲 ”上 的 
正则 性 、 局 部 性 及 振动 性 . 由 简单 的 尺度 变换 ， 知 小 波 本 身 也 满 
足 这 些 条 件 . 确切 地 说 , 如 果 用 了 表示 二 进 区 间 【2 一 (k+1)27), 
并 设 风 =22 VOx—k), Arica INRA, WAY, 
本 质 上 是 集中 在 区 间 I 上 . Ex M21, ik MI 表示 与 1 有 相同 中 
心 ， 但 长 度 为 1 的 M 倍 的 区 间 ， 记 


12 
(| WO ax) =£ (M), 
(MIF 
Je (M) ÉMÉTASAÉEREN. RE, ERR EE RFH 


RR. 
一 90 一 


条 件 (c) 显然 意味 着 : JME YVA k sm PBS. (这 是 小 
波多 的 振动 条 件 . ) 
RE (bj 可 以 写成 : 对 任意 N1, Xf O<k<m, 


+ Jv oj LC DPF (1 + [2x ky". 


HR TVE V UTE DUE ERE . 
RAVE (由 由 生成 的 ) 小 波 . 由 定义 ， 一 个 实 直线 上 给 
定 的 函数 的 小 波 级 数 分 解 是 等 式 


SOLE DHX), HH. =F VD. (1.1) 


SELAR, AF (1) REHAR LDL ARRA f (D, 
这 个 等 式 完美 无 缺 地 成 立 . 当 1<p<oo 时 ， 该 等 式 仍 有 效 . 
(1.1) 式 右边 收入 于 矿 而 且 有 边 的 级 数 是 交换 收 敏 的 〈 即 在 收 
剑 过 程 中 ， 级 数 项 的 顺序 不 起 任何 作用 ， 因 为 . 不 是 有 序 集 
合 ， 这 是 合理 的 ). 

RM, SS ORTL @M RL 网 时 (11) 式 就 没 用 
了 ， 

例如 ， 当 了 (xX) 和 恒 等 于 1 时 ，f 的 所 有 小 波 系数 都 是 零 ， 从 
(11) R4 1=0, REMEK. 同样 地 ， 若 f (x) 是 任何 一 
2R) PHRMA 1 Re, WM AD 式 的 右边 不 能 依 工 (M 
BUR. 如果 不然 ， 在 (1.1) 式 右边 逐 项 积分 ， 还 是 有 矛盾 
1=0. 这 个 困难 将 成 为 第 V 章 的 出 发 点 . 然而 ， 级 数 AD 在 
LR) 中 的 收敛 性 (1<p<%) 将 与 Calderon 一 Zygmund 算 子 的 
一 般 理论 联系 起 来 ， 而 这 个 理论 将 在 第 网 章 中 叙述 . 

如 果 引 入 第 二 个 函数 9(x) ， 我 们 称 它 为 “小 波 的 父亲 ” (A 
数 几 (是 “小 波 的 母亲 ”) ， 则 刚才 碰 到 的 困难 就 消失 了 .9 (9 


BY xt, RAE (a) 和 (b)， 但 用 条 件 [o (x) dx=1 


RETR (c), RHA “P-k EDS Yy (Er, IN<1) 


HRL (A) 的 一 组 正 交 基 ” 来 代替 (A). 
这 样 ， 我 们 有 
FO=LRE KOH 2, ADM), aD 


Te, |N<1} 


其 中 ， 
B=| SO (Rd 及 xD=0 W). 


这 次 ， 第 二 个 和 式 仅 在 “小 的 二 进 区 间 ”7T s ry EM. 形象 
HI, DBP (x 一 司 是 fx) 的 第 一 个 近似 ， 是 f(x) 的 一 个 “ 模 


糊 不 清 的 象 ”， 我 们 补 全 它 的 越 来 越 精细 的 细 市 以 使 它 精 确 .、 第 
一 级 细节 是 由 长 度 为 1 时 的 «(D W(x) (N= DA HE: 以 下 的 细 


节 更 小 ， 长 度 为 本 ， ss . 这 些小 修正 是 按 尽 十 有 规则 地 做 


(长 度 为 2 二 的 细节 放 在 点 k2 Ab). 
自然 ， 算 法 (12) 比 算法 (1.1) 好 得 多 ， 它 可 以 避免 算法 
(1.1) 用 于 非 DL’ R) 国 数 时 产生 的 错误 . | 
算法 (12) ASABE (1). 在 12) 中 作 一 个 简单 的 变 
Bin, 就 可 以 看 到 这 点 . 我们 就 得 到 
f = ZAC -DE 2, OVO, (1.3) 
其 中 ， 


of 


LEZ, B=2') f He Q't—k) dt. 


tfe LA, Hitl 一 一 在 极限 的 情形 就 得 到 了 
(1.1). 

但 我 们 不 知道 是 否 (1.1) ASE (12), FE TER Oh 
存在 性 及 正则 性 . 

如 果 我 们 提出 算法 (1.2)， 这 意味 着 小 波山 来 源 于 严正 则 
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hese esp. 事实 上 , HV GE DEL 凤 的 闭 子 空间 ， 
它 的 正 交 < 基 是 27 px- k) Ke 了) 的 集合 ; WW EVE Va P 


的 正 交 补 ， 则 (1.2) ARRE: HCD? yxk (k E 2) HR 


T W PAEH. 

分 解 (1.2) 在 应 用 上 极其 灵活 ， 这 点 特别 重要 . 例如 ， 当 W 
与 9 这 两 个 函数 都 上 共有 紧 文 集 时 ， 用 它 就 可 以 分 析 任 何 阶 数 小 
于 m 的 分 布 ， KAAK 9 (xx 一 癌 与 加 是 试验 函数 ， 右 边 的 级 数 
在 分 布 意义 上 收敛 于 了 (x)， 并 且 数 积 .和 a(]) 是 有 意义 的 . 

用 级 数 (1.2)， 一 般 的 分 布 可 以 用 正确 地 被 局 部 化 的 并 且 其 
有 特征 形式 的 波 的 级 数 来 分 析 . 不仅 如 此 ， 在 第 YM 章 中 我 们 将 
看 到 : 可 以 直接 用 小 波 系 数 的 大 小 精确 地 计算 被 分 析 的 分 布 了 的 
阶 (在 传统 的 Fourier 分 析 中 ， 我 们 有 一 种 估计 的 方法 ， 但 它 仪 
在 Sobolev 空间 的 情形 是 精确 的 ). 

”现在 要 过 渡 到 n 维 情形 ， 我 们 还 要 指出 在 构 壮 小 波 正 交 基 时 
深 伺 的 几何 想法 . 

KR APT = 太 出 发 ， 它 形成 一 个 人 租 和 序列， 它 的 侠 在 民 
HB. L 0 用 闭 子 空间 序列 逼近 ， 正 是 模仿 并 反映 了 用 网 工 
Bi APE PI PE HUILE. 

我 们 用 ARART, \ 10} MH, BA RAT, ART LH) 
点 . 于 是 人 (es 了 习 构 成 了 A 的 一 个 分 解 . IR, A=27A,, 
A= Z+ + E, 其 中 巨 是 由 2 一 1 个 点 5 人 €) HI. &=0 
或 1， 但 E 不 包含 (0, =, 0). 

比较 这 个 L RR) 的 销 数 分 析 与 民 的 几何 分 析 ， 可 以 预见 ， 
集合 A 是 用 于 在 对 Vi, RUE ZAR EIRA. KFZ, Vas 
VOW, MRF BT SA MRA MH. FA R 
(1.3), V,,, EX eee 章 构造 的 V 的 正 交 基 p, Er) 
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再 加 上 我 们 在 本 章 要 构造 的 W, 的 正 交 基 Y, (A © A) 组 成 的 . 
与 一 维 情形 相同 ， 小 波 的 局 部 性 、 形 状 及 正则 性 是 由 4 的 几 
何 位 置 以 及 使 4 © A 的 整数 j 所 决定 的 . 更 确切 地 说 ， 
(a) W, “Spee AME”, BY RARE 2 BARE 
降 的 . | 
(b) W, ARB r BTS, RRE 2- 计算 是 速 降 的 ， 
整数 + 表示 用 于 构造 小 波 的 多 分 辩 率 分 析 的 正则 性 ， 


(c) 对 任意 4 € À, 和 任意 ws ZA <r, 有 fe dx 


=. 

(d) 4 4=2 "k+2 Île, c=, -, E) E€ E, WY = 
PYF (x-k) G € Z, k e Zz); MVBW-1 PNK, 
在 本 章 中 ， 我 们 将 明确 给 出 它 . 

(e) Y, À € A ART L (M 的 一 组 正 交 基 ， 许 多 作者 已 
使 用 了 类 似 小 波 正 交 基 的 构造 . 

Lan, KE, R. Feffeman 和 A. Uchiyama 已 经 把 BMO 
空间 分 解 成 类 似 于 (1.1) 的 级 数 ， 但 是 级 数 的 项 是 “ 伪 正 交 
的 "， 而 不 是 正 交 的 . 缺乏 正 交 性 对 于 他 们 的 目的 并 不 重要 . 
M. Frazier. B. Jawerth 和 I. Daubechies 以 及 A. Grossmann 
(AIN (903) 已 经 引入 了 一 个 类 似 于 (1.1) 的 方法 ， 其 中 系数 
是 用 很 像 内 积 的 方法 计算 的 .但 是 他 们 使 用 了 由 过 多 的 函数 多 
组 成 的 集合 这样， 尽管 他 们 幸运 地 提出 了 一 种 分 解 ， 但 是 该 分 
解 没有 唯一 性 . 缺乏 唯一 性 妨碍 寻找 加 在 小 波 级 数 YD CODY) 的 
系数 上 的 充分 必要 条 件 ， 以 刻 划 该 级 数 的 和 属于 某 个 给 定 的 函数 
空间 ， 我 们 将 在 一 般 系 数 的 情形 给 出 充分 条 件 ， 或 对 由 x(D = 
Cf, WW 表示 的 特殊 系数 给 出 充分 必要 条 件 . 

L. Carleson 在 寻找 Hardy( 实 的 ) 空 间 H 的 无 条 件 基 时 ， 已 
经 使 用 了 一 族 形 如 2x —-k) G € Z, ke DASERK, Hp yE 


定义 Haar AW AHA (x) 的 光滑 化 CÂIRÉIERXÉX, E 
Carleson FEE TH PRAM TAHT. 

与 此 不 同 ，P. Wojtaszezyk 证 明了 Franklin 系 是 H' 的 一 组 无 
RH (Q237). Franklin 系 是 上 的 一 组 正 交 基 ， 但 没有 简单 
的 代数 结构 .Wojtaszczyk 的 工作 是 基于 对 Franklin 系 的 哨 数 的 
细致 的 渐 近 估计 上 ， 而 这 个 估计 是 由 Z. Ciesielsky 给 出 的 . 

最 终 的 “小 波 发 现 者 ”是 J O. Strômberg. 在 (223) 中 ， 
他 证 明了 : 对 任何 整数 m 之 1]， 存 在 一 个 C" 类 的 、 在 无 穷 远 处 指 
BP RRS (x), ERFIN 22Y(2ix 一 k) Gez ke DB 
(RR) 的 一 组 正 交 基 . 在 同一 工作 中 ，Str5mberg 描绘 了 相应 的 图 数 
P, 由 此 得 到 了 多 维 小 波 . 我 们 将 在 第 12 节 讲 述 Stromberg 的 构 
造 ， 该 构造 很 特殊 ， 不 能 用 于 样 条 函数 以 外 的 情形 . 这 就 是 为 什 
么 我 们 最 终 愿 意 用 第 2 节 将 介绍 的 方法 构造 小 波 的 原因 ， 

可 以 使 用 小 波 正 交 基 重新 得 到 经 典范 数 空间 的 无 条 件 基 的 
结果 . 

Z. Ciesielski 和 T. Fiegel 已 经 为 有 界 或 无 界 的 无 穷 次 可 微 变 
E WWA X 构造 了 上 (30 的 正 交 基 9,， 它 也 是 阶 数 小 于 m 的 
所 有 Sobolev 空间 或 Besov 空间 的 无 条 件 基 (m 之 1 是 一 个 整数 ， 
但 是 基 依 赖 于 m) (C583). 

Botchkariev 已 经 证 明了 ， 可 以 用 Franklin 系 构造 圆 盘 代 数 
A (D) 或 多 圆 盘 上 相应 代数 的 Schauder 基 ， 然 而 ， 我 们 将 看 到 ， 
使 用 小 波 可 以 保留 Botchkariev 的 所 有 想法 而 同时 消除 了 他 的 证 
明 中 的 技术 困难 . 

最 后 ， 小 波 正 交 基 还 参与 到 数学 物理 中 去 了 . 几 个 研究 场 构 
造 的 小 组 也 预见 了 小 波 基 并 宣布 了 它 的 存在 性 (083, (C9), 

do). 使 用 小 波 基 可 以 简化 重 正规 化 演算 ， 并 使 它 更 清楚 


2. 一 维 小 波 的 构造 


用 小 波 级 数 来 进行 分 析 ， 目 的 在 于 同时 与 传统 的 Fourier 级 
#, Fourier 积分 和 Fourier 分 析 竞 争 . 但 是 在 研究 中 ， 应 该 谦虚 
地 注意 到 ， 使 用 Fourier 变换 对 构造 来 源 于 > 正则 多 分 辨 率 分 析 
的 小 波 基 多 本 身 (或 “小 波 的 母亲 ”) 是 不 可 缺少 的 . 

HV GEDE- 的 正则 多 分 辩 率 分 析 . 在 第 二 
章 里 我 们 已 经 知道 构造 具有 以 下 两 个 性 质 的 函数 p € Vi 

对 任意 N 关 1 O<k<r, € 


(4 Je (x) 


P (x-k) ke DHV, MERE. (2.2) 
函数 9 的 存在 是 构造 由 的 出 发 点 〈“* 小 波 的 母亲 ”是 从 “小 
波 的 父亲 ”得 到 的 ! ). | 
FRAN HHA f € V À Fourier SEHHET ZNA MF. 


<C, (1+Ix) , (2.1) 


并 且 


引 理 1 函数 ge VIT RM gE) =m, HE, mE) 
属于 L [0, 27], EL 27 为 周期 ， 并 且 il.=(|mrae 


证 明 是 直接 的 . 这 是 因为 从 等 式 f O=} (一 及 出 发 ， 
VE Fourier 变换 ， 就 有 
fO=Que*) ô =m EE. 
为 结束 证 明 ， 只 需 指 出 


on \ 12 
iV LE" "| | MEN a8) 


我 们 将 把 引 理 1 作为 一 个 字典 来 使 用 ， 用 它 可 以 把 所 中 的 
计算 变 成 对 以 27 为 周期 的 图 数 m(6) 的 计算 .而 后 者 为 我 们 更 熟 
RH. 

现在 应 指出 我 们 打算 要 做 的 事 了 . RVG EZEL A 
-T r i WU Se oh RIT, WE V TEV 中 的 正 交 补 ， 注意 
到 : BLEW, Mf(x € W,,. 反之 亦 然 . 

我 位 想 证 明 以 下 结果 . 


定理 1 FER% V E W, RAL FEI: 对 所 有 me], 


KR O<qSr, 
d q 
( dx Joo | 


©, +1x)”, (2.3) 
FIV -kke DEWAELE. (2.4) 


一 个 简单 的 尺度 变换 可 以 得 到 ， 序 列 22W(2x 一 k) (k € 2) 
是 W BEKE, Ap, ÆREN. AWAD OE W EX 
和 ， 把 所 有 序列 2 (2x -Rk) G € Zk © 乙 放 到 一 起 ， 就 得 到 
(RR) 的 一 组 正 交 基 . 
此 外 ， 为 构造 六 而 使 用 的 方法 本 身 也 给 出 了 性 质 对 
O<q<r, 7 


[NT dx=Q  (0<q<r) 


为 了 证 明 这 个 定理 , 我 们 要 构造 一 = 一 WEN ‘(3 ) e W_,, mA 
是 构造 V(x) € W. AW RARE SIA ZV cs Ve 注意 到 
L {> 小 六 see+ 朋 1 


2 | 
4 | (2.5) 


其 中 ， > | P(x/2)P(x+k) dx 


一 0 


并 且 % 是 速 降 的 . 使 用 Fourier 变换 后 ， 上 式 变 成 
PCE)= mt) , 


其 中 ， mE)= 2%" . 
引 理 2 RNA mO +ImE+P=1. 


事实 上 ， et D ÊC +=], EAE T DIREK. 


然而 ZOMO, HA mE 以 27 HAM. FÆ D mét 


km)? .P(E+kDP=1， 在 这 个 和 式 中 ， 把 偶数 上 与 奇数 分开， 
就 得 到 引 理 2 的 结论 . 

HV ENEH, MIV p={mQ9000; m € L (0, 20) 
但 是 #2) =MmOÈC. AE, F Viy={m(2oyn(S)O(6)}. 用 也 表示 
Mg V, 2) LO, 27 的 酉 算 子 ， 它 的 定义 是 UMOE) = mE). 我 
们 不 想 计算 + V_ ESV, PRE, WTR US i 在 
USV 中 的 正 交 性 ; 即 我 们 想 在 L (0, 27) 中 找到 与 mm) E 
交 的 函数 . À KE) 是 一 个 这 样 的 函数 ， 则 


| m(26)m {EME = 0 


对 所 有 27 为 周期 的 函数 m(6) 成 立 ， 因 而 
mE) + mE +E +7)=0. (2.6) 
这 个 关系 式 表 明 ， 在 Hermite 空间 人 @ 伴 中， 向 量 (!(e) (E+) 
正 交 于 单位 向 量 (ne ,mu 人 + 如 ). 并 且 因 而 与 向 量 em, (E+, 
-m (6) RIE, WIE =e 击 人 + 刀 1 加 ,其 中 49= 
(I(E) m (E +7) — (E + 2)m (EN. 因此, AG) 是 以 天 为 周期 的 函数 .此 
外 ， 作 用 到 与 4 € L?(0, 27) 相 联系 的 1e L (0, 27) 的 映射 是 保 
范 的 . em, (+7) e 就 给 出 了 了 Tc- 的 一 组 正 交 基 . 于 


是 ， 就 可 以 用 
DCE) = em (E+ oP). (2.7) 
EX YEW. 而 函数 Vx- (k € DRAET W, WEE. 
最 后 ， 我 们 指出 ， 
1 x+] 一 
> y > )=L2- Dve- (2.8) 
Am Ÿ HAS OP RIESE. 
以 Haar RAB. AREAS DR we EE R, HV Æ 
L (R) 的 这 样 的 郴 数 的 集合 ， 它 在 每 一 个 区 间 [k, k+1) LEK 


H. RAY, oW (0, 1) 的 特征 函数 ， 又 从 (25) Ho 


a= (其 它 所 有 %=0) 因此 ， 从 (28) 推出 ，w(x) 支 于 [ 一 1 


0) 上 , # [0, >? LES F-1, 在 | + , 1) EEZ F LA 
应 的 小 波 集合 构成 了 Haar 系 ” 它 的 正则 性 是 ;=0. 


按照 这 种 解释 ， 我 们 考虑 由 逐 段 仿 射 的 连续 函数 样 条 的 多 分 
辩 率 分 析 (f € 用 在 每 一 个 区 间 Ck, k+1) 上 的 限制 是 仿 射 函 
数 ). 在 这 种 情况 下 ， 有 


~ fsin 2 Fh 2 EV" 
| ED ) ( 了 , 


PX 9(x) 是 民 上 的 连续 函数 ， 在 无 穷 远 处 px) = O(exp(-— Élxl)), 
其 中 h=log (2+./3 ). 此 外 ， 在 每 个 区 间 [k, k+1] E (ke 
Z), o 是 逐 段 线性 的 ， 并 且 


a 2 VR/ 2 .,8 \v 
ma =cs (1 2 sin) (i 2 sn À | 


这 给 出 (5186] p. 16) 


JO =e “sin Ÿ | 


这 里 有 函数 W(x) 的 图 形 ， 这 个 图 形 说 明了 W(x) 的 指数 下 降 
性 ， 该 图 的 数值 是 有 效 的 . 


| 


| 
D 


| 
4 
À 


Al i 


OO 处 处 非 负 ， 通 过 直接 计算 ， 得 


M VO) = ut >), ， 其 中 u(x) 是 一 个 实 的 指数 型 下 降 的 偶 函 数 
相反 地 ， 若 “是 个 数 ， 则 


A() , 


P(É)=e" ! i¢/2 sin sin 6/2 
6/2 


其 中 46)20. AAR 
m(6)=oos 6/2 e*? MČ), 
其 中 MÉ) 因此 又 有 


WO)=— i BÈ, 


其 中 BEZO. 于 是 我 们 看 到 ， Wo =e- -y ) ， 其 中 v(x) 是 奇 


的 实 函数 (如 Haar 系 中 那样 ). 
考虑 一 维 小 波 的 第 三 个 例子 . 此 例 建立 在 Littlewood — Paley 
多 分 辨 率 分 析 的 基础 上 . 
IN, O()=O0)F0, M 
WS) =(OE/DY—(@OYY" er =0 e, 
PR 0COHAU FER. CRT OR), BRAM. AM 
SHEE (0. 5) OER 事实 上 ， 限 制 在 正 实 轴 ， 它 


支 在 EE | 上 这 可 以 看 成 两 个 区 间 [= E z| 


3 3 


#1 J= co = ates, 可 以 看 出 ， 对 所 有 的 上 OOO; 


WE ée Lr WeO+FQO)=1, Rl, WREE M AE) + 
Or- =1. 容易 证 明 ， 可 以 用 0 的 这 些 性 质 再 造 一 个 满足 
Littlewood — Paley 多 分 辩 率 分 析 条 件 的 函数 6. 最 简单 就 是 设 : 


当 “ € 了 时 ， 0 =(1- 0DI; HOSES -全 时 OE)=1; 而 
4 o> © tt, O0, # Hit OD BBR, 
BL, W(x) 是 形 如 u(x 一 ) 的 Schwartz 函数 的 o (R) 中 的 
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一 个 函数 ， 其 中 w(x) EBAR. 
这 些 不 同 的 小 波 是 27 Yx- (j € Z keD; 这 些 正 交 基 
有 具有 对 空间 变量 和 Fourier 变量 同时 局 部 化 这 个 重要 性 质 . 引入 
二 进 区 间 I= (LAX (k+) 2 广 (k € ZZ, je Z)， 就 可 以 弄 清 楚 
27 WV(2x 一 k) 关 于 空间 变量 的 局 部 化 .为 了 表示 该 小 波 是 “本 质 
上 支 于 ”区 间 I 上 的 ， 我 们 把 2? W(2x—k) ER V, V, 的 Fourier 
变换 是 
PEE eT MCE). (2.9) 


这 个 Fourier 变换 支 于 27 -yss E 2 0. 因此 就 可 以 讨论 "A 


ATIM, EIR BHR CY JU COR AN 
数 . 实际 上 ， 几 ,是 限于 两 个 八 度 长 的 一 段 频率 上 . 
现在 考虑 用 小 波 级 数 来 分 解 


f=). 2 (D, > 
其 中 aD=( 网 ，. 了 是 所 有 二 进 区 间 构成 的 集合 ， 因 此 ， 
a0= [fo edd = -元 [fend coat 


=2- (ony Pea -Lae 
SR (ony je E +E OAE. 


用 J. Moret 的 方法 ， 我 们 引入 滤波 算 子 A L (R)—+ LA, 
它 定义 为 
F(Af)E) = OP E). 
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算 子 A SHEN. KINIA =D AP. 
小 波 系 数 xD) 最 终 由 下 式 给 出 : 
a= AS) (k+ +2, (2.10) 


Littlewood — Paley 分 析 在 于 把 /写成 ous ), mAb 
分 析 f 在 于 按照 第 一 章 的 Shannon 法 则 选取 二 进 块 A (N (不 是 
N). 取样 的 点 是 (k+ +) 27€ 2, ， 而 取样 的 步 长 恰恰 符 


A Shannon 法 则 所 坝 定 的 大 小 的 阶 .实际 上 ， 我 们 还 对 J=A( 门 
进行 子 取样 . 下 面 讲 述 理由 . f AY Fourier 变换 的 文集 包含 在 区 


lB] E X, S 2 | 及 该 区 间 关 于 原点 的 对 称 区 间 的 儒 蜂 ， 当 限 


制 了 到 等 差 级 数 (k+ 本 ) 2 kk < 习 时 ， 我 们 仅仅 在 逼近 方式 


上 是 按照 Shannon 法 则 作 的 ， EXE, RÉ PT XIE DEUX À 
于 2x2 同 余 . 确切 地 说 ， 我 们 有 


QT 4T 4n 8 
| 3 ” 3 | 4 | 3 ° 3 | 


因此 由 取样 ((k+ 本 )2 坊 得 到 的 信息 不 足以 重建 帮 事实 上 ， 


这 涉及 到 一 件 更 微妙 的 事 ， 由 于 区 间 |= 2, = J FE 1K Ut E 


Bi. RITA fa 5S, 的 取样 直接 得 出 三 的 信息 . 故 在 小 
波 级 数 与 Shannon 法 则 之 间 不 存在 逻辑 上 的 联系 ， 而 仅仅 是 一 


— 103 — 


个 启发 的 关系 . 
图 2 是 构造 的 函数 攻 的 图 形 . 


在 结束 一 维 情形 的 讨论 之 前 ， 还 有 最 后 一 点 应 着 重 指出 . 
REETIS A. MK eV HRK AS T=27 db “HA 
取样 ”. 多数 fe W, (V E Va PAE XP) EAA EADAR 


i 


处 也 “自然 地 被 取样 "， 这 些 点 恰恰 就 是 4=2-( 大 + =). 若 人 们 
相信 这 种 启发 ， 则 小 波 就 集中 在 点 A=27 (e+) € A, 附近 ， 
而 这 正好 就 是 在 我 们 已 经 计算 了 小 波 2? VCzx 一 月 的 三 种 情形 中 
已 证 明 过 的 东西 . 在 奇 阶 样 条 或 Littlewood — Paley 分 析 的 情形 ， 
小 波 2? PR- RREA (k+ 二) 处 ， 并且 它 的 图 形 关 
于 由 这 4 决定 的 垂 线 对 称 ， 而 且 小 波 就 在 这 4 处 达到 最 大 值 . 
HEMER, NUE 2 yx 一 月 还 是 集中 在 和 处， 但 这 时 该 
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RIEL (4, 0) 为 对 称 中 心 ， 因 而 对 称 性 是 不 同 的 . 

我 们 革 计 算 几 个 特殊 荔 数 的 小 波 系 数 结束 本 节 

APR f Goins) 1786. CE F John 和 Nirenberg 和 BMO 
Aa, ATRA RATÉ V 章 中 再 讨论 . 

我 们 来 计算 Inixt 在 Litlewood- Paley J) Yk AE F yb RA. 
最 好 的 计算 方法 是 合用 Fourier BR. CA, EAEE, Inx 


到 公式 位.i0;. Af AY Fourier 变换 是 一 ro (27) lp — 72 0, - 
C Hd Geo, CHE 0, 6 —- DAME, B 0, 


是 一 个 无 穷 次 可 微 的 ， 偶 的 、 Fam 它 的 支 集 包含 在 区 间 
_8r 2x [2 ga |, 
| 了 ， | 75 | 的 人 中 

io € + (A) iè 0, AJ Fourier BR. Auk, ASO) = 
-zo (Fx). MC nlx| 的 小 波 系数 是 一 "2 了 oo( k-+ 广 ). 重要 的 事实 


是 变量 k 二 if oP AY. 
我 们 三 Injx| 的 小 波 级 数 如 下 : 


log |x|= ro (k+ >) bx 一 月， (2.11) 


容易 计算 ， (x)=, We— Ro kt =) 的 Fourier 变换 . 不 难 验 证 
a(x) E (FR), A oH Fourier BRS WW Fourier 变换 有 相同 
的 支 集 ， 因 此 有 Inlx|= 一 .2.0(2X). 总 之 ， 这 是 四 对 的 一 个 平 


常 的 分 解 . 

但 这 个 等 式 的 性 质 可 不 太平 常 . 它 不 是 一 个 数值 等 式 ， 因 为 
若 用 2x 代替 x， 等 式 右 边 不 变 ， 而 Inf2x|=in|x +In2. 于 是 得 到 
in2=0. XE MAH. 
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“fe LA, AFI h= LF Co 就 定义 了 一 个 
L' PH RE. CEPTON (2x) AR. 4 fÆ y>O 的 Holder 
函数 时 ， 即 存在 一 个 常数 c>0， 使 得 对 任意 x & R 及 对 任意 x 
ER, |f (Xx) 一 J G<dx 一 对 成 立 ， 则 我 们 可 以 对 了 加 上 (或 减 去 ) 
任 一 个 常数 ， 这 个 问题 就 不 存在 了 ， 例 如 ， 尽 管 级 数 ISO 
对 任意 x 都 发 散 ， 但 级 数 于 (f Coo ~ Ox) ERWE- EER 
上 却 是 一 致 收敛 的 

因此 ， 等 式 Inlx|= -ILN 表示 ， 对 某 一 个 使 它 正则 化 的 
党 数 和 有 

log =a"). (0 2x0 @). 


在 研究 BMO ER RH URS, CRE “PE AY EE M” 
会 更 系统 地 出 现 ， 

现在 我 们 来 考虑 函数 signx=x/lxl， 它 的 小 波 系数 是 不 难 计 
算 的 ， 设 


«= | Aux=-| Ý (x) dx , 


则 oN=2° 7 ek), WFN E (在 无 穷 远 速 降 ， 因 此 ， 从 小 波 系 
数 大 小 的 阶 来 看 ，signx 与 nlx| 没有 多 大 差别 . 

下 面 就 来 揭示 这 个 秘密 

我 们 用 A RR Hilbert Z, BS P. V. -> 作 卷 积 的 
AT, Ho 表示 Fourier 变换 . WH, + (Hf) (6)= 一 isign Ef. 
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因此 巨 是 已 (人 上 的 保 范 变换 ， 此 外 ， 互 与 平移 与 展 缩 可 交 
换 . 设 夯 加 是 2 的 一 个 子 空间 ， 它 由 (网 中 各 阶 矩 都 为 
零 的 函数 组 成 ， 则 了: % (同一 4 ARAMA. 用 这 种 考虑 
RARE, RRETA% Y, =H V) 同样 组 成 小 波 (来 源 于 
男 一 种 多 分 辩 率 分 析 ). 

我 们 有 H (signx) 二 2In|x| ， 它 的 意义 将 在 第 章 中 说 明 . 如 
BA K+, + +) RMS AD AMIE, BBA 《2 In [xl 
> = CH (sign x), Y) =- 《sign x, W>). 因此， 函数 2In lx 
(EEE y 中 ) 的 小 波 系数 与 sign x( 这 次 是 在 风 中 ) 的 小 波 
系数 是 相同 的 . 这 就 说 明了 ， 我 们 不 能 在 这 两 个 函数 的 小 波 系 数 
之 间 找 到 任何 质 的 差别 . 

R, HARAK |x| 一 的 小 波 系 数 ， 其 中 0<x<1 . 我 们 总 是 
使 用 Littlewood — Paley 小 波 基 . 

这 次 我 们 不 必 过 渡 到 Fourier BRS. 这 些 系数 由 


a()= 27 [x “Wx —k) dx 


给 出 ， 作 变量 替换 2x=wu， 得 到 oD=22"a0,(k), HP, FA 
w (k) TEFC FH WER Be. 
因此 ， 它 的 小 波 级 数 是 


D ”的 的 


po = 2 Lo, (k) 2 Cx-k)= 224,0). 


IX “RFE ELM, FRAY, € & (À. 对 所 有 的 T>0, RR 
BE L' [ -人 了 了 ] 中 收敛 . 

现在 我 们 可 以 看 到 ， 小 波 级 数 与 Fourier 级 数 或 Fourier 积分 
的 重大 差别 在 于 函数 奇异 性 对 系数 的 作用 上 . 当 把 x 分解 成 
小 波 级 数 时 ， 对 固定 的 sE>0， 相 对 于 不 与 【一 5 € ] 相 交 的 区 间 7 
的 小 波 系数 AD, 5 — 0 时 ,对 任意 N21, WOU’) FRE. 这 就 
解释 了 ， 对 任意 N21, j> OW, AWE iQ Sem k A 
2” 2°? aw (Kk)= OQ ™). 


— 107 — 


这 些 区 间 离 奇 点 远 ， 奇 性 与 小 波 系数 也 就 足够 小 ， 使 得 定义 
在 它 上 面 的 图 数 是 一 个 无 穷 次 可 徽 的 男 数 ， 

因此 ， 用 小 波 级 数 进 行 分 析 可 以 使 奇 性 局 部 化 ， 这 只 要 注意 
小 波 系 数 在 什么 地 方 反 常 地 大 .FEourier 变换 则 完全 没有 这 种 性 
质 . 

当 研 究 周期 小 波 时 ， 我 们 将 再 讨论 这 个 问题 那 时 我 们 将 比 
较 小 波 级 数 与 Fourier 级 数 ， 比 现在 更 精确 地 讨论 我 们 刚刚 叙述 
这 的 内 容 . 


3， 用 张 量 积 方法 构造 二 维 小 波 


我 们 有 两 种 办 法 . 
可 以 从 对 应 于 多 分 辩 率 分 析 的 一 维 小 波 用 张 积 的 方法 得 到 某 
些小 波 基 . 
但 是 我 们 同样 可 以 从 任 一 个 二 维 的 多 分 辨 率 分 析出 发 ， 使 用 
在 一 维 情 形 使 用 过 的 类 似 的 方法 . 
在 这 两 种 办 法 中 ， 二 维 小 波 将 由 下 式 给 出 
DY(2x-k, H-D,G € Z, kez, lez). (3.1) 
(ha. VARARME—-H— TR, VIS FH = TX hi R 
有 限 集合 FF. 
理由 如 下 ， 当 (k, D ERZ, DDA 2V(2ix 一 k，2y 一 
由 应 当成 为 WW 的 正 交 基 ， 换 名 话说 ， 当 (kk, D EX ZT, H 
DP(2x—k, Dy—D, WOQx—k, Dy—D (3.2) 
构成 的 集合 应 是 VV, 的 基 的 集合 . 按照 一 种 几何 的 想法 ,函数 
2QQix—k, ?29 一 站 对 应 于 点 ?=C 大 27) € 1-22, SH Va 
以 对 应 于 点 ?=(27 k, 270 € LV, BRR 2 px —k, 2*'y-D 
作为 正 交 基 ， 以 此 模式 ， 小 波 W x -k, 2y-D RE RAE TN 


, X a 
UA AK, REAME 4=27Kt it Ske Zee 
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a, =0 HK 1, o=0 或 1 =(%, 2) FO, 0)) 这 表明 对 & 来 说 ， 有 二 
种 可 能 ， 即 有 三 种 基本 小 波 . 

在 作 了 这 个 启发 性 的 介绍 之 后 ， 我 们 可 以 作 得 更 精 全 并 算出 
二 维 小 波 基 . 

设 0e 习 是 产 侠 的 r 正 则 多 分 辨 率 分 析 ， 几 第 节 的 
方法 ， 我 们 把 它 同 函数 9 与 联系 起 来 . 

因此 ， 我 们 定义 V EL ARIKE? O 在世 (E) 
BPO. de 内 的 正 交 基 由 乘积 x-k) PY-DKE ZIE 
ZHR. HEZ, WEEEK, p=, WY, Miwa 
ene po E ZERATE. 

记 Aar FEY FEY, PREZ PA 

= 0 (% C %) Dw, cs z) 中 U4, D). (3.3) 

事实 上 ，V=(%% oO) © ar) ， 只 需 展 开 这 个 张 量 
E. 它 具 有 乘法 的 代数 性 质 ， 即 对 加 法 满足 分 配 律 . 

我 们 用 W, 表示 VE VAE eR, M WEW D We 
DW, HP 

W, nO a WH KOH, MM, RO A. 

Re, RM, Wo W, ,的 正 交 基 p(x 一 kV 一 DD, W(x 一 
key- ,V(x 一 KYVG 一 DD ， 就 得 到 W 的 正 交 基 . 

下 面 想 给 这 个 步 又 以 为 一 种 解释 . 对 一 个 天 GD 的 多 分 辩 
RAV GED, RAHE W, 称 为 变更 空间 ， 它 可 以 给 出 从 27 
H RE 49 a BY EA 为 尺度 的 通 近 的 补充 信息 ，(3.3) 表 
BH: 对 两 个 变量 做 这 个 改进 时 ， 可 以 改变 了 而 不 改变 x， 或 改变 x 
而 个 改变 y， 或 同时 改变 x 也 改变 y. 

下 面 是 应 用 二 维 小 波 这 种 结构 的 一 个 例子 . 这 是 一 个 县 有 简 
SLR ARABS AV, C 天 (的 情形 ， 按 惯例 ， 只 需 定义 
V. 当 r=0 时， 非常 简单 ,fe€ 所在 每 个 正方 形 kSx<k+]. 
ISy<I+1 上 是 常数 .结果 正 交 基 是 二 维 Haar. 4re1 Hf, V, 
HI ER Of Ox, y 满足 以 下 整体 正则 性 条 件 : 
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E j (5 Jr (xc 力 应 属于 L”(R) ， 并 且 也 属于 M: 


时 在 每 一 个 正方 形 上 ，/ (x, 与 每 个 变量 的 阶 数 都 不 超过 + 的 
多 项 式 PB， x, VES. 然后 用 通常 的 方法 定义 凡 ， 

EMA, NERO x, 其 中 %cL 赔 是 从 r 阶 样 条 多 分 
辨 率 分 析出 发 得 到 的 空间 ， 符 号 @ 表示 用 L (RD) 模 使 代数 张 量 
积 完备 化 . 

这 样 ， 就 可 以 构造 二 维 小 波 了 ， 从 > 阶 样 条 的 小 波 基 出 发 ， 


这 个 函数 VC 以 x= 本 为 中 心 ， 则 函数 y+ 本 ) 就 以 x=0 


为 中 心 ， 当 是 奇数 时 ，Vx+ PRAKY. 


it 76 FRE DA F FE Ye RW Pok) k € DHEA PH 
EX, HHRÉREE MSI 章 的 典型 方法 构造 出 来 的 ， 这 
时 ， 二 维 小 波 是 Pex- ky- , 20Ax-kheQx-N, A 
2 (x -k) V2y-D(Rk, DE À. 


当 了 是 偶数 时 ， 这 三 个 小 波 的 对 称 中 心 位 于 122 L, 


1+ 二 )， 并 不 如 本 章 引 言 所 预见 的 那样 在 点 2- 人 + À, 14 之 


Mb, 其 中 (E, &) € {0, IPH (, &) # (0, 0). 当 r 是 奇数 时 ， 
三 个 小 波 的 对 称 中 心 显然 是 引言 中 我 们 作 过 启发 性 解释 的 三 个 
a. | 


4， 多 维 小 波 的 构造 方法 


我 们 要 讨论 的 是 这 样 的 问题 . HV, c (RY) 是 一 个 rr 正则 
多 分 辨 率 分 析 . IL CW EV EV, PREZ. 我 们 要 找 
到 W PA BV (e € E), HEY, (x-k) (€ E€ E, k € Z) HR W, 
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Mies, Wo 还 要 有 如 下 性 质 : SER a e N Hsr, Meek, 
以 及 任意 m Eee N， 有 

PYES CA HIN” (4.1) 

我 们 将 讨论 这 个 问题 的 一 个 抽象 模式 .下 面 先 叙述 K. 

Grôchenig 的 算法 ， 该 算法 可 以 解决 抽象 的 问题 ， 然 后 再 回 到 小 


从 函数 23 P € V 出 发 ， 它 在 离散 交换 群 r=- 2 作 


用 下 的 轨道 是 VV 的 正 交 基 . 在 抽象 的 意义 下 ， 我 们 仅 对 离散 交 
mH, 的 本 作用 U: PO) 一 了 (站) 感 兴趣 ， 它 以 平移 的 方式 作 
用 在 经 典 的 Hilbert 空间 H=P (M) 上. 

下 面 ， 我 们 把 包含 关系 V © Vi ARRAS HV, EWE. 
函数 2 EMS H=P (的 一 个 向 量 ww， 它 在 于 群 T。c CER 
体 情形 中 TT,=ZZ") 作 用 下 的 轨道 是 正 交 序列 U, (0) @ € D). 子 群 
TC TT 的 指数 是 有 限 的 ， 在 抽象 形式 上 记 它 为 4( 在 具体 情形 
中 g=2”). 

最 后 ， 要 解决 的 问题 变 成 了 “不 完备 基 ” 理 论 的 一 种 叙述 形 
xk. | 

我 们 要 构造 瓦 的 gq 一 1 个 向 量 ,…, v-o 使 得 U, (v,) (OSj< 
q, VET BANW—AIEAH. BP, RATE g—1 条 相似 的 轨道 
来 补充 v Æ 工作 用 下 的 轨道 ， 使 得 这 49 个 轨道 构成 五 的 一 组 正 
交 基 ， 而 第 一 个 轨道 仅 是 一 个 正 交 序列 . 

为 此 ， 把 了 对 五 的 作用 分 解 成 不 可 约 分 量 . 把 三 的 元 模 去 
掉 工 的 各 个 余数 记 为 3, Po n 7,_ | 而 让 %=0.， 这 样 ， 类 [+7 
(0<j<g) MT, 的 分 解 . 用 这 个 分 解 把 HIER HO A, 
-O Ho, Ht A Mock?) PERE D+ EBA. 

最 后 一 个 化 简 是 把 Hams HB. RT Æ H, Ew 
西 作用 与 1 在 Ff (10 上 的 平移 看 成 一 样 . 互 的 元 就 变 成 具有 q 
个 分 量 的 列 向 量 ， 从 而 该 问题 有 了 以 下 新 的 提 法 . 
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HE TRACE TA TE q2. 用 互 表 示 乘 积 空 
fl (fF ( 耻 %， 把 用 平移 定义 的 五 的 酉 变换 TT 记 为 局 : H—> H. 

从 一 个 向 量 ae 五 出 发 ， 即 从 一 个 列 向 量 Ca ,0) ，…， 
a, OD 出 发 ， 设 ax 在 王 作 用 下 ) 的 轨道 是 一 正 交 序列 . 我 们 要 
找 出 HAD 4 一 1 个 向 量 a,, …, a, 使 得 向 量 的 序列 U, (a) (1<j<a, 
?< )) HME. 

我 们 用 G 表 示 工 的 共 恩 群 ， 即 取 值 在 模 为 1 的 复数 的 乘法 
群 上 的 同 态 入 工 一 了 构成 的 紧 交 换 群 .一 个 这 样 的 同 态 记 为 
yoa”el, xe Gi. 

用 这 些 向 量 à, …, a, SME a, , (来 构造 函数 


AGE La: PO. 
使 用 这 些 记号 ， 我 们 有 
命题 ] 向量 序 列 U, (a,)OSj<q, YEr ) 是 态 的 一 组 正 交 


基 ， 当 且 仅 当 对 任意 xsG 和 矩阵 ((4 as ko 2B 
FEE. : 


事实 上 ， 我 们 证 明了 更 精确 的 结果 : 为 了 使 这 些 向 量 构成 H 
的 正 交 基 ， 只 需 向 量 U, (a) 0 ET, 1<j<g) 构成 一 个 正 交 序 列 . 
用 正 交 条 件 来 写 ， 就 是 ， 除 了 广 = 户 n=» 以 外 ， 有 


24, Y-W* a, 0 一休 一， (42) 
AE =h, h=, ERREF L 
对 zsC OES, Wz + oszt +20 : BA (x) = 


La OWO) , M À, 69 À, (9) M Fourier RACE be. oD?) # 


Bb; p =) a, +y). a, Y). 
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AE, (42) 式 就 是 对 所 有 x € G, MEH (Cdi) ici eg 
的 列 向 量 的 正 交 性 . 

计算 本 身 也 说 明 每 个 列 向 量 长 度 为 1， 这 是 因为 U, (a) Gel) 
是 一 个 正 交 列 . 

现在 我 们 来 证 命题 的 逆 方 面 . 已 知 向 量 U, (a) (<j <q, XT) 
构成 一 个 正 交 列 . 设 这 个 序列 不 是 完备 的 ， 用 bEHRTEX 
FU (@) 的 一 个 向 量 . Hit, La 0 一 Db0) 一 0( 对 任意 Xe 
D. 用 相应 的 Fourier RACK, M Bx) =), bY) 对 任意 的 x 


EG EZTIE (CA, Dig, <a 的 每 个 列 向 量 . 但 这 些 向 量 构 
成 了 C'H—-MIEXÉ, Alb B(x) =0 几乎 处 处 成 立 . 于 是 所 有 
的 b0) 都 是 替 . 

这 里 存在 已 知 西 什 阵 的 第 一 个 列 向 量 来 构造 gq 一 1 个 列 向 量 
的 问题 . 我们 知道 ， 除 了 g=2, g=4, q=8 之 外 ， 这 个 问题 碰 到 
了 拓扑 的 障碍 . 

按照 K. Grôchenig 的 方法 ， 我 们 看 到 : 当 g=2 时， 和 群 G 是 mm 
维 环 面 ， 因 而 可 以 避 开 这 个 障碍 .从 系数 4 O 的 正则 性 得 
到 ， 当 x 取 遍 GG 时， 第 一 个 问 量 的 象 集 是 司 中 单位 球面 的 其 有 
零 测度 的 紧 集 ， 我们 将 看 到 ， 这 可 以 使 我 们 构造 出 命题 1 中 的 本 
FF. | 

下 面 我 们 首先 用 小 波 的 语言 来 说 明 命 题 1. 然后 给 出 几 个 不 
必 使 用 Grochenig 算法 的 例子 . 最 后 ， 我 们 将 措 绘 这 个 算法 . 

从 第 D 章 中 所 构造 的 函数 pe MR. EX mo($) 是 满足 
9(26) =m (HPE) 的 以 27 HA RÉ. 这 个 等 式 等 价 于 

2 "p(x/2)=2,%9(x+h , 

因此 k 


a, = 2 [et +k) dx, 
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并 且 由 此 得 出 对 任意 m, a = Ok"), AT BR MOERFR 
可 微 的 ， 

使 用 mo(e)， 做 出 命题 1 中 的 矩阵， 这 时 要 利用 mc) 的 
Fourier 级 数 Da. HARRA Fourier 级 数 ， 我 们 用 2Z'+e 
(6 € {0, LR) KARZ. RÉ, 


m,(S) = 2 e “mo, 7) (26) ， 


其 中 函数 mo 。 (<) 本 身 也 是 无 穷 次 可 微 的 ， 并 且 以 27 为 周期 . 
NE W, (€ € {0, 17, #0, 0, …, 0) BY, QO=m, OOO 
来 定义 的 m6) 是 无 穷 次 可 微 且 以 227 为 周期 的 函数 ， 峭 至 少 在 


无 穷 远 处 速 降 ， 因 此 ， 分 解 明 数 ms(e) 成 为 den me » (2S). 
我 们 要 再 次 提 到 命题 1. il E=R\ {0,…, 0}, 


推论 1 K ex-k) 5 V-k) (EEE, ke 2) V MIE 
VE, MHANMER 
U()=2"{(me. ”) (sc)))e nye RXR (4,3) 
JE BI E PF 


使 用 由 (2/22) 定义 的 群 上 的 调和 分 析 ， 推 论 1 可 以 写成 稍 
微 不 同 的 形式 . | 
首先 看 到 


Me, (一 2 LEM "m, (二 (4.4) 


因此 ， 可 以 把 (44) 的 右边 看 成 是 一 个 Fourier 级 数 ; MK 
结 变量 。， 把 序列 m, C+D) 看 成 是 变量 站 的 函数 m, n (© 的 
Fourier 系数 序列 ， 些 外， 还 应 注意 到 和 扼 阵 27% (Ce ND). err 
是 本 矩阵 . | 

Ba a a RE EC 或 对 群 (Z/2Z)” 就 用 Plancherel 
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EH). 因此 有 


推论 2 A% p(x-k)E5 W(x-L EEE, ke Z) Hi V 6 
正 交 基 ， 当 和 且 仅 当 和 矩阵 
UG)= (m. (EAT), » e axe (4.5) 
ARR. 


在 一 维 时 ， 我 们 做 的 是 令 m()=e Ÿm, C+. 在 二 维 时 ， 
HA mÉ =m, ELA. UO 的 另外 三 个 列 向 量 的 一 种 
可 能 的 选择 是 


mi(¢)= e mé, +7, à), 
m€) =e Gtm (E, Š, +7), 


以 及 
m({S)=e""m(6,+%, Š, +T). 


5， 二 维 小 波 的 计算 


我 们 打算 使 用 上 市 的 推论 2 找到 两 个 二 维 小 波 基 ， 它 们 是 不 
能 归结 为 一 维 小 波 基 的 张 量 积 的 . 

在 所 讨论 的 两 种 情形 里 ， 从 多 分 辨 率 分 析出 发 ， 得 到 一 个 实 
函数 mE =m, SJ). 这 样 ， 就 可 以 使 用 推论 2 后面 的 注 来 构造 
小 波 . 

第 一 个 例子 是 用 正六 边 形 铺 平 面 ， 再 把 它们 分 成 等 边 三 多 
Æ. 以 平移 作用 到 太 上 的 群 不 再 是 到， 而 是 由 疝 量 am=(1，0) 和 


(了 | DEN ) 生成 的 r, 
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这 个 网 画 出 了 用 等 边 三 角形 铺 平面 时 的 边线 . 我 们 用 V R 
示 L? (R’) 的 这 样 的 函数 构成 的 闭 子 空间 ， 它 们 在 整个 平面 上 连 
续 ， 并 且 在 每 个 等 边 三 角形 上 的 限制 是 一 个 仿 射 水 数 . 我 们 用 


证 ，V GE DHL (BR) 的 一 个 多 分 辨 率 分 析 ， 它 与 网 =2 本 
HRAS. 
WOW RMAT*, CH (u v) € PATH, HR RE 
意 (6, ne I, us+un € nZ. 
我 们 用 g (x, y) 表示 空间 VA “HA”; g(0, 0)=1 并 且 
当 (nm ET 又 (č n) 40, OM. gC, N=0. 这 时 g 的 图 
形 是 六 边 形 ， 它 的 Fourier 变换 是 


a6, M=- — En E V3 
4 4 | 
sin $ 一 v3 
4 4." 


因此 ， 我 们 可 以 计算 函数 we VY, 其 中 9 定义 为 一 个 实 
的 、 偶 的 、 并 且 积 分 值 是 1 的 函数 ; 当 (<. ner 时 , 9 (x 一 
yo) RÉ 到 的 一 组 正 交 基 . 

我 们 有 
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OE, M=46, NOC, N), 
其 中 
os, n=( Le. lg (Č +u, noi)" 


{u, 
故我 们 可 以 使 用 (第 4 节 的 ) 命题 1 的 推论 2 来 完成 小 波 的 订 
算 ， 所 得 到 的 小 波 在 无 穷 远 处 以 指数 阶 下 降 . 
在 这 第 一 个 例子 中 ， 小 波 基 YW, WV, W; 的 奇 性 出 现在 由 十 线 


构成 的 网 上 《它们 是 以 为 项 点 的 三 角形 的 边 )， 在 从 单 变 


有 量 的 + 和 阶 样 条 出 发 用 张 量 积 方法 构造 二 维 小 波 时 ， 情 形 也 是 一 样 
的 . . 
我 们 要 介绍 的 第 二 个 例子 在 几何 上 是 不 同 的 ， 它 属于 P.G. 
Lamarié. VW 中 函数 的 奇 性 集中 在 网 7° 的 项 点 处 ， 此 外， 此 例 与 
Laplace AF ATK. MHW, FONE MV, ae AT OB YE li A 
RÉ fF LD? ABATE, EE Sobolev 78 fh] H (3 中 的 
BM, (SEAR ME, AEEA (k, D € LILA Diaci 
量 的 和 . 

He, A WOE R RERET, Æ Z hS R 

(也 是 实 解析 的 ). 

我 们 使 用 变 分 方法 定义 W， 这 个 方法 在 评 明 由 n A (k, D= 
f(k,D 定义 的 取样 算 子 工 : 也 一 了 (如是 所 与 (2) 的 同 构 
时 ， 也 是 有 用 的 . 

注意 到 ， 如 果 Sobolev 空间 H CA HE A ESE PH (或 同样 
地 ， 由 7 阶 (O<r<1) Holder K$) 组 成 ， 那么 即使 把 A CY 
的 图 数 限 制 到 一 个 点 上 也 是 有 确定 意义 的 ， 

现在 叙述 变 分 问题 . 

从 属于 FPF (PZ) 的 序列 ok, 站 出 发 ， 我 们 想 在 fe OH 


WAL Sf (k D=x (k, DKES EINA | Affdx (dx = dxpdx,) R 4k 
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小 值 . TRA VEN PR) 的 一 个 财 仿 射 得 ， 
这 个 变 分 问题 的 困难 在 于 : BAIS) -| Af? dx 时 ， 要 
R 


找 的 极 小 泛 函 在 Hilbert 空间 H° RR) 上 不 是 强制 性 的 ， 即 设 C 是 
一 个 有 限 常数 ， 条 件 J(OD 和 CHAE HR) 的 一 个 有 界 部 
分 ; 事实 上 ， 它 缺乏 对 WVHA. BWR 


Kf AFF dx+ XN (k, DP 


代替 J(f) ， 我 们 就 能 绕 过 这 个 困难 . 

因为 显然 ， 对 由 JR, D=2k, DE MMAR VER, JIA 
与 K(f) 同时 达到 极 小 ， 而 在 HE, ZR KO AAEM, 
这 就 是 下 面 的 引 理 . 


引 理 3 在 Sobolev 空 间 A’ (R) 上， (K(f)? 与 (Asl2+ 
IID? 是 等 价 模 . 


我 们 先 证 明 (KE? <CUASI2+ISID7. wlth, AES 
I 章 中 已 提 到 过 的 以 下 事实 . 
引 理 4 wregR), MEE XH s, 存在 常数 C(s, D, 
EX EE AA fe (RR), A 
2} f Cx ~ Ph, SCs, fz . 


此 外 ， 车 s>1 朋 x(0)=1， 则 由 Sobolev i AEE 
ROIS L GED < CNS OMB. 
于 是 有 | 
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CE er) <C he. 


这 就 是 引 理 3 所 要 求 的 结论 . 
反之 ， 我 们 要 证 明 


ne CEE | ror)" ) | (5.1) 


为 此 ， 分 解 f€ W(RAgth, HPK-ISEST, AKNS 
m, ô E =E D, Mg (É, m=0. 

由 Plancherel 公式 立即 有 lAa SAri, BFE AW KEE 
S4+yer, Mi, 


AAR = oa | (EHNE, MP dé dn 


> = | 区 mp dé dn= lhl. 


把 这 些 估 计 放 到 一 起 ， 便 得 到 el S An, <A. 
现在 只 剩 下 控制 g 的 工 模 这 件 事 了 . 
应 用 引 理 3 证 明 的 第 一 部 分 到 凡 就 有 


(EE ot)" <cllAfl,<c (KED. (5.2) 
而 由 定义 (LEK pt)" <(K(f))°. 由 此 得 出 
CT Nf) < (C+1) KAY. (53) 


这 些 系 数 g(k, D 是 一 个 以 272 为 周期 的 函数 的 Fourier À 
数 ， 而 这 个 函数 在 [ —7, 7)? 上 的 限制 就 是 9g， 因此 (53) MF 


边 就 等 于 27)” (te n)? dé an)? =Igll,. 这样， 引 理 3 证 
H, 
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引 理 3 说 明 ， 我 们 的 变 分 问题 有 唯一 解 . 现在 就 来 研究 解 的 
EE. Ak, AN © WR) 表示 在 网 于 上 取 截 值 的 函数 组 成 
的 子 空间 ; 对 任意 wu € N， 对 任意 数 4， 有 JJ (f+lu)2J(f). 由 


此 得 到 |AfAu=0, SAS ARF LD (RY) 时 ， 这 个 积分 是 绝对 


收敛 的 、 为 此 ， 作 分 部 积分 ， 并 注意 到 ， 在 通常 的 试验 函数 与 分 
#5 HSE STE Y E, Sobolev Sis] HR” (A) 是 P (RP) ME, ic 
HENRY le, D. 因此 在 这 个 意义 上 ， 对 所 有 
u E N, EPEE Z ERREN u € a(R), Ef, ud =0. 
故 A 是 在 网 ZAE Dirac Mi Æ #9 M1. 

以 上 讨论 说 明 ， 可 以 用 

fewer) 和 和 Af=) LB (k, DSa, (54) 

定义 VS (多 分 辩 率 分 析 的 出 发 点 )， 其 中 ，5 p EEk, 
D € Z RAY Dirac EE. 

我 们 综述 对 变 分 研究 得 到 的 结果 . 


命题 2 对 任意 平方 可 和 级 数 ， 存 在 唯一 的 函数 太 e Vo Œ 
14 f (k, D=oa(k, D k, DED. 这 个 函数 使 [fre dx 在 集合 M 


上 达到 极 小 ， 而 M 是 由 中 在 如 上 的 限制 为 零 的 函数 组 成 的 
集合 . 


下 面 用 改变 二 进展 缩 尺度 的 方法 定义 V4 & 习 ， 我 们 得 到 
fev, RAR fe HF) À ASF À 27/7 AR Dirac 质量 的 
和 .因为 这 些 网 是 机 入 的 ， 所 以 对 空间 来 说 结果 是 一 样 的 . 

现在 证 明 NV,= 人 }. 此 事 等 价 于 ; BNE A= cpe 。, f 也 不 可 
能 属于 这 个 交集 ， 作 Fourier Æ, WHE, M=c (+7)? M 
c 关 0 时， 它 不 可 能 属于 L (R). 

Bb, VG © 如 的 借 集 在 [7 (RR) 中 稠密 ， 这 要 用 正 交 投 影 
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ATE L O> VHHA, FRI E EAST RIS MM 
EEF HSS FT. 

为 计算 E , REA BE， 再 改变 尺度 . 我 们 把 这 件 事 归结 
为 构造 VV 的 典型 正 交 基 p(x 一 ky 一 DD (k, DE B. ERRI V, 
FVEL 的 一 个 团子 空间 ， 它 是 由 所 有 V, P HRK 


Fourier 变换 组 成 的 . Bev, MAE H” ®M), H Af-2 28 


(k, Dan. 由 引 理 4 得 出 ， 2 LIBG, DP<%， 我 们 将 说 明 ， 这 


个 条 件 对 刻 划 AV 是 不 充分 的 ， 事实 上 ， 设 
q(é, =), Bk, Dexp(— ike —iln) , 


MEV, SARA SE H MHAAS-LUBE Dy» 作 


Fourier 变换 后 ， 这 就 写成 了 ++) fÉ, Mme VOR 
(2+) FE, n=, 1). 这 两 个 条 件 蕴含 着 : 在 一 定 意义 下 ， 
a, 四 在 (0, 0) 处 为 零 . 因为 q (6, 四 是 一 个 以 uz 为 周期 的 
平方 可 积 函 数 ， 谈 到 q 在 一 点 取 值 没有 意义 ， 所 以 应 该 仔细 解释 
这 个 条 件 .为 克服 这 个 困难 ， 我 们 定义 


oS, n- ZZE -zenye 2m | . (5.5) 
FW gS, 从 以 222? NM, BUTEA (0, 0) ASB AR gE, 11): 
(+7)? 仍 平方 可 积 . we ač, 1) (È 2k 4+ (tm —-2/x)) 7 在 
(2kn, 2) 的 邻 域 ， 及 对 ae, DEL (6 —2km)? + (1—21) = 
m (6, 四， 情况 都 如 此 . 
结论 是 ，gq(6, 1)=0(6, n) m (E, n), HP mÈ, 四 是 227 为 
周期 的 并 且 是 平方 可 积 的 . 


ERS, MH OC, 四 是 以 2r 到 为 周期 的 实 解析 函数 ， 并 且 
在 (0, 0) 的 邻 域 上 oe, mn) — (+m)? 成立 ， 乘积 (Cty? . 
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œ (Cn) 也 是 一 个 实 解析 的 函数 . 现在 可 以 刻 划 .7 V, T. 


命题 3 一 个 函数 属于 下 当 且 仅 当 它 可 以 写成 
(+n) of, Mn, 1), HP mG, 1) EL 222 HAN EX 
HY RAA. 


这 个 命题 又 回 到 要 证 明 : 当 g À 9 (6, MH (C41) 7 On) 
时 ，g (x 一 k, y-D(K, DE Z)EVH-ARisz#, 那 时 ， 就 
FS Sy FASS I 章 的 方法 来 构造 正 交 基 x-k, y). 我 们 计算 


cs， 有 一 (x 2 IGS ++ 2k7x, n+ 2) É 
=e, 1) (EE rat etm) 
因为 2fc, 从 在 点 (kr, A) 为 零 ， 这 补偿 了 二 重 级 数 的 奇 
性 ， 所 以 不 再 有 奇 性 了 ， 事 实 上 ， 存 在 两 个 常数 C'>C>0， 使 
得 C<%, (Ë, MSC. 
下 面 ， 用 


6, D= ED. +, Dos, m 


EN E. 
函数 是 实 的 偶 函 数 ， 它 在 无 穷 远 处 是 指数 下 降 的 . 由 于 
900, 0)=1; 并 且 当 (k, D # (0, 0) Hf, (KT, 2 四 =0， 我 们 有 


LLP k, y-D=1. Bit E(x, y), (x. =EL P-k y=). 


Ox 一 kK, Y-DRA L (PR) EV, LERRBA FT EL HE CAR 
BF EE 去 作用 时 ， 是 对 x, y 去 做 核 的 积分 ). 
我 们 有 
E(x, y), œ VEC exp (—Xx—xI+by—y|)), 
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其 中 ，7? 是 某 一 常数 .最 后 得 到 EG y}, (x, y)) dx dy 


=]. WAT 章 引 理 13， 算 子 EE 在 强 收 全 的 意义 下 收敛 于 恒 
等 算 子 . 由 此 得 出 ，V (€ 马 的 借 在 M PHS. 

应 用 (第 4 节 ) 命题 1 的 推论 2 后 面 的 注 ， 不 难 构造 出 小 
波 . 在 我 们 的 情形 ，m 不仅 是 实 的 而 且 是 非 负 的 . 


6， 小 波 基 存在 性 的 一 般 定理 


本 节 的 目的 在 于 把 在 第 2 节 中 对 一 维 小 波 所 做 的 事情 推广 到 
n 之 2 维 ， 

设 V OE DRL (R) 的 一 个 多 分 辨 率 分 析 ， 依 惯例 ， 用 琵 
表示 V E Va 中 的 正 交 补 . 我 们 有 下 面 的 存在 性 定理 . 


定理 2 FFE g=2-1 NRA V, e, Vo 它们 属于 V, # 
且 具 有 以 下 两 个 性 质 : 
对 任意 多 重 指标 x e Nr 且 aSr, WHERE xe R N21, A 
IO, SCA + RDS (6.1) 
RÉ W(x—k) (A SI<a, k © 到 构成 了 W, 的 一 组 正 交 基 . (6.2) 


推论 1 函数 2”, (x-k) (1SISq, KE ZF EZ MT 
L'R)MEXÉX. | 


完全 仿照 一 维 情形 ， 从 函数 9 出 发 ， 它 是 r 正 则 的 ， 是 (在 
(6.1) 意义 上 ) HRM. HH px -h KE Z) Æ V —-AEX 
基 . 下 面 将 说 明 怎 样 处 理 9 以 得 到 小 波 . 

我 们 先 来 构造 一 个 函数 m 6). CW UAT 为 周期 ， 无 穷 次 可 


微 并 且 满 足 9 26) =m, (6) (0). 这 个 等 式 来 源 手 2-"@ (x/D =) 0. 
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p(x-k), 其 中 22 oe dx 是 一 个 速 降 的 序列 . 设 


m=} xe =, TUE mE E. 我 们 试图 找到 gq 个 以 
2 为 周期 的 函数 m OAS, BARR I 29=m (OO 
来 定 出 小 波 Y. 上 述 等 式 是 因为 风 e 7. 

代替 指标 1 我 们 使 用 序列 s e E 巨 是 集合 {0, 1}” 但 要 除 
去 (0, 0, …, 0). 今后 不 再 写 Y, mS. TERY, mS. 

由 命题 1 的 推论 1 可 以 写 出 下 式 


m, (S)= , à y e “mm (2). (6.3) 


我 们 不 去 找 函 数 m。 EC E), MAAR m,, (6). 

在 写法 上 的 最 后 一 个 变更 是 在 与 m (0) 有 关 的 等 式 6Co)= 
mAP 中 ， 用 me) 代替， 其 中 2=(0, 0, =, 0). 

最 后 我 们 构造 一 个 矩阵 UC), 它 的 列 向 量 是 向 量 m, ,人 
(n € R={0, 1}"). BR P~-HK € Z) 5 Y, (x-RE € Eke Z’) 
构成 V 的 一 组 正 交 基 的 充分 必要 条 件 是 矩阵 2 UO BBE 
FF. 

剩 下 来 是 要 构造 这 个 西 矩 阵 ， 它 的 第 一 列 是 已 知 的 ， 对 2" 一 1 
个 列 向 量 的 唯一 限制 是 它们 应 以 27Z' 为 周期 并 且 关 于 “无 穷 次 
可 微 . 特别 地 ， 和 矩阵 UC) 应 是 上 的 连续 函数 ， 这 使 我 们 碰 到 以 
下 众所周知 的 拓扑 障碍 ， 除 了 2，4, 8 维 ， 不 存在 单位 球 上 
( 非 零 的 ) 处 处 连续 的 向 量 场 . 
尽管 如 此 ， 还 是 可 能 构造 出 我 们 的 小 波 ，、 这 是 因为 情况 有 点 
特别 . | 

FXE, Wm, CORAH 隐 的 整个 单位 球 (或 当 moO 
取 复 值 时 ，C” 的 单位 球 ). 这 是 因为 m (6)， 进 而 m, ,(0) (7 € R) 
是 6 的 2zz 为 周期 的 无 穷 次 可 微 的 函数 . 

BE, WR FR R > p) sz Lipschitz AS, M F (R) 的 测 
ARS. 由 此 得 出 ， 在 映射 一 (m, Cher BERF, FH 
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象 玉 是 单位 球 $ © À (或 复 值 时 的 ) 上 零 测度 紧 集 ， 在 我 


MWB, 4 n>2 hj, RMR AM qg Æ 2’-1, TH p=n， 则 当 
RA q>p. 

因而 ， 在 天 的 含 于 SHG ELE, FES 的 一 个 正 交 标 架 的 
表达 式 ， 它 在 x 是 实 解 析 的 . 我 们 就 要 证 明 这 一 点 ， 从 而 完成 定 
理 2 的 证 明 . 


SUES 设 4g>2,S 是 这 ”中 的 单位 球 (RCT 中 的 单位 
球 )， 如 果 天 < 5 是 5 的 一 个 紧 的 真子 集 ， 则 存在 下 的 一 个 邻 
域 U， 对 所 有 的 x E U, 向量 ww œ), …, 0, (%) 具 有 以 下 性 质 : 


在 开 集 U 上 ，v (x) ，… 0, (%) 是 实 解析 函数 . (6.4) . 
对 任意 x € U,( x, v (x) i, 0, (x)) ER RCO) KA 
EX. (6.5) 


借助 坐标 旋转 ， 不 妨 假设 (0, 0, …, 0, DEK. 对 复 值 情形 
进行 证 明 ， 我 们 从 构造 向 量 w (x), e w (xz 入手， 它们 是 x 的 
KARR, EHE KBER, (x, w (x), ，…，w (x)) CM 
的 一 组 基 . 接着 再 用 通常 的 Gram 一 Schmidt 方法 对 (x, w, (x), 
…, Ww (xX)) 正 交 化 (并 保持 第 一 个 向 量 不 变 ). 

为 造 出 向 量 w x), w, (x) ， 先 做 以 下 观察 . FAR 


A x 0 0 
Z, 0 œ 0 
2; 0 0 0 
A 0 0 0 œ 
un -3 -3 -7, 
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(—1) 97% (08? + +) } 

K, TURME z=. o LD) TK Aal AB), 
则 对 任何 zE 天 这 个 行列 式 不 为 零 . 

下 面 来 说 明 原 因 .， 行 列 式 为 零 就 是 aSa t +i. h 
于 jz 和 1， 就 有 | 中 +…+lzP<x、 但 zy>0， 因 此 ，x 趋 于 0 
时 ， 点 z EK (在 该 点 行列 式 为 零 ) BFR (0, 0, …, 0, 1), m 
这 点 恰恰 不 属于 K. 

当 &>0 充分 小 时 ， 行列 式 的 列 向 量 就 给 出 了 我 们 要 找 的 向 
量 w (2) ,…, w Z). | 

“4 SRT 中 的 单位 球 时 ， 可 以 用 以 下 方式 证 明 引 理 5. 设 


紧 集 KK 不 包含 向 量 (0, … 0, —1). y= > (+, x € U, e= 


(0, …, 0, 1) ， 用 0, 表示 关于 y 的 对 称 . 在 这 个 对 称 下 , x 与 e 交 
换 . 最 后 ， 我 们 要 找 的 正 交 标 架 就 是 典型 标 架 (el，…，e)， 
en ei 0, PAIR. 

我 们 刚才 叙述 的 多 维 小 波 构造 属于 K. Grôchenig( (122)). 


7. 小 波 的 振动 


这 里 ， 振 动 (英语 中 称 为 相 消 性 ) 是 用 等 于 零 的 矩 的 个 数 来 
度量 的 . 

回 到 定理 2 的 叙述 ， 用 风 O<I<gQ AAEM (61) 和 
(6.2) 的 函数 . 我 们 有 | 


312 6 OOP +W OP ++ + ON = EEN. 


为 证 明 它 ， 用 2g REC, 就 化 为 证 
Im (OP + Im ON +--+ Im (OP = 1. 
改写 指标 后 ， 它 就 变 成 等 式 DL imOP=1. 而 而 这 只 需 应 用 (第 4 
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节 的 ) 命题 1 的 推论 2 即 可 . 
我 们 现在 可 以 证 明 下 面 的 重要 结果 了 . 


命题 4 对 | 三 r 及 1<I<q， 具 有 定理 2 的 性 质 (6.1) 和 
(6.2) WIRY, o, YW, 一 定 满足 


ma dx 一 0. (7.1) 


整数 是 由 假设 “VV 是 全 的 > 正则 多 分 辩 率 分 析 ” 定 义 
的 . 

为 证 明 (7.1)， 我 们 使 用 当 。 趋 于 0 时 ，|@(E¥=1+0(EP1 
这 一 事实 (第 荆 章 命题 7). 把 它 与 引 理 6 一 起 用 ， 就 有 水 (E= 
OI) 4 和 和 g). 但 是 在 无 穷 远 是 速 降 的 ， 因 而 它 的 Fourier 变 - 
换 是 无 穷 次 可 微 的 ， 因 此 ， 当 《=0, wj 和 r 时 ， 有 OW(=0. 再 
用 逆 变 换 ， 就 得 到 (7.1). 


8， 紧 文集 小 波 
我 们 又 回 到 一 维 情形 ， 证 明 以 下 定理 . 


定理 3 WHE BR r>1, HEL ( 风 的 一 个 多 分 辩 率 分 析 
F， 它 是 > 正则 的 ， 并 且 它 决定 的 9 与 少 是 紧 支 的 

当 r=0 时 ， 没 什么 可 证 的 ， 因 为 Haar 系 就 适用 WH oF 
区 间 [0, 1 ] 的 特征 函数 ， 而 Wo) 在 [0, y) 上 取 1 EIE, 


1) 上 取 一 1， 在 其 它 处 取 零 值 . 
当 y 增 大 时 ，9 与 WW 的 支 集 也 相应 变 大 .I Daubechies 
( [88)) (定理 3 是 属于 他 的 ) 还 得 到 了 以 下 精确 的 结果 : 存在 
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一 个 常数 C， 使 得 对 任意 r 之 1, 9 与 钞 的 支 集 包 含 于 [ - Cr, Cr] 
H, 换言之， 函数 p 与 少 的 支 集 对 于 函数 的 正则 性 指标 ”线性 增 
长 是 最 优 的 ， 还 存在 第 二 个 常数 c>0， 使 得 p 与 少 的 支 集 的 直 
径 比 cr 大 . 3 

另外 ， 我 们 要 构造 的 函数 p 5 VEXED. 

在 证 明定 理 3 之 前 ， 对 它 做 些 评注 ， 依 惯例 ， 我 们 用 .x 表 
示 所 有 二 进 区 间 I= [k R+ kE zje DMA. € 
ler RINM V, Ra BR Vx- kh. 设 m 是 一 个 充分 大 的 整 
数 ， 使 得 9 与 的 支 集 包含 在 [一 也 ,二 + 于 p 因 
He, V5 9 的 支 集 包含 在 mI 中 ， 其 中 ml 是 与 1 有 相同 的 中 心 ， 
但 长 度 是 1 的 m 售 的 区 间 . 

对 任意 Nz>1， 可 以 把 基本 的 恒等式 


KORR Y) Ÿ, (8.1) 
写成 更 精确 的 形式 : 
f (x)= Dr A, V+ PR PDP, . (8.2) 


(8.2) 式 对 分 析 学 家 多 年 的 梦想 作出 了 回答 ， 这 个 梦想 是 找到 
一 个 具有 所 有 尺度 的 局 部 的 Fourier 分 析 . 
以 这 个 观点 来 看 (8.2)， 它 的 右边 是 由 一 个 满足 [1-2 的 
“ 抉 ”9, 构 成 的 简单 的 级 数 ， 与 起 二 2 时 岂 构 成 的 二 重 级 数 的 
和 组 成 . 


可 以 把 级 数 ? O 9D9, 解 释 成 所 讨论 润 数 了 的 具有 27 尺 
n=2* 
度 的 “模糊 的 象 "， 这 个 象 是 由 计算 /在 每 个 长 为 m2 的 区 间 mI 
上 的 “软化 平均 ”4 P) 而 得 到 的 . 


我 们 希望 重建 (x) 而 使 它 带 有 它 的 所 有 细节 ， 这 个 “过 分 
简化 的 象 ”还 是 有 用 的 . 应 该 对 它 做 长 度 为 m2 (j> ) 的 越 
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来 越 细 的 “小 修正 ”. 这些“ 修正” 具有 完全 相同 的 结构 ， 并 日 
从 左 向 右 每 次 移动 27 显然, (82) 右边 二 重 级 数 的 项 (fw 
就 体现 了 这 些小 修正 . 

评论 结束 ， 我 们 来 证 定理 3. 我 们 给 出 的 证 明 不 同 于 
Daubechies 的 初始 证 明 . 这 里 用 S. Malat 的 方法 ， 它 的 出 发 点 
是 一 个 无 穷 次 可 微 的 以 27 为 周期 并 且 满 足 Im(Of+ Im (+70) = 1 
与 m0) =1 的 函数 mo(e)， 由 此 构造 一 个 +r 正则 多 分 辨 率 分 析 . 
我 们 先 找 出 9， 使 得 P(x 一 k)(k € Z) 是 一 个 正 交 序列 ， 并 用 它 
构造 Vy, EP 用 表示 这 个 序列 张 成 的 闭 子 空间 . 

自然 ，9 与 m, 的 关系 是 PO=mOOO. 因此 应 有 0 人 = 


[ m2"). 由 mm(OD=1 及 六 的 正则 性 便 得 到 这 个 无 穷 乘积 的 收 


第 一 个 微妙 的 地 方 在 于 ， 若 x-k) (ke ZÉEXFA, M 
Vy SAP OR ST. HA 
F Vo= {m()P(S) ; mE) € L? (0, 27) }. 
HF, mM 还 是 周期 为 25 的 函数 . EXV fe VB f (x/2 
MRM, MM ¥ Vi={m(26)02¢); mÉ) € L (0, 27))’. Hike 
EF V., CSI V6， 我 们 能 够 制造 多 分 辨 分 析 了 . 
在 这 个 步骤 中 有 两 处 值得 注意 : 
(a) 从 mc) 出 发 用 所 指出 的 方法 构造 Bi, 不 总 有 p(x 一 问 
(k € 如 成 为 正 交 列 成 立 . 
(b) 还 不 清楚 所 造 出 的 多 分 辨 率 分 析 是 否 r+ 正则 . 
应 该 寻找 加 上 mo(s) 上 的 充分 条 件 以 处 理 好 这 两 点 . 相反 
地 ， 很 容易 选择 m(¢) 使 9 具有 紧 支 集 . 已 知 m(6)=2,%e*， 其 


中 = + LE Pete dx. APARLÉ, WY |k|> 工 时 
a,=0, Alt mC 是 一 个 有 限 项 的 三 角 和 . 反之， 车 ma( 是 一 
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个 有 限 项 三 角 和 ， 则 由 Oime O Ex 9p( 事 先 ， 只 知 是 


一 缓 分布 ) 是 一 个 紧 支 集 的 分 布 ， 事 实 上 ， 用 。 表示 在 ~k 6 Z 
处 质量 为 % 的 有 限 和 ， 然 后 把 在 近 -/ 处 具有 同样 质量 % 的 分 布 
称 为 0， 于 是 9=91* je * 0 并 且 在 分 布 意 义 上 0，* 0, 
“+ CRT p， 这 是 因为 部 分 积 mE mE =E) 
满足 (OI<1， 并 且 它 在 任意 紧 集 上 一 致 收敛 到 名 因此 它 在 分 
布 意义 上 收敛 到 9， 车 0 的 支 集 包含 在 [一 了 ， 子 J 中 ， w 
mi * 0,4 … * 0, 的 支 集 就 包含 在 [ 一 全 工 ] 中， 取 极限 后 ,9 
的 支 集 就 包含 在 区 间 [TT]. 

只 要 p 具有 紧 支 集 并 且 mo(6) 是 一 个 三 角 多 项 式 ， 用 定理 ] 
的 方法 构造 出 的 小 波 V BRA REE. ELE, W= em (E+ 


TPS) , 这 表明 — TE: ) 是 0 与 在 [—T+1, T+1] 中 的 点 列 


的 Dirac 质量 的 有 限 和 的 卷 积 .由 此 得 出 ， 由 有 紧 支 集 并 且 其 支 
集 包含 在 [-T+ + | T+ + j'p, 
我 们 要 讨论 的 第 1 个 引 理 是 对 用 m, 定义 的 9， 总 有 


ol,<1( 实 际 上 能 证 明 lol,<1). 


引 理 6 im) E C! 是 周期 为 2r 的 函数 ， 它 满足 Im) + 
make +7) = 1 以 及 mo(0)=1。， 用 无 穷 乘积 定义 9: 
HE)=moE /Dmoe/4)…, 
则 lpll,<1. | 


为 此 ， 只 需 证 明 : 对 任意 N21, A 
=| ZAG)? dé =27, 
z2 
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其 中 
ny (6 一 md(e/2) mo(e/2 
EKRE, MA mO BRA ACSO, HE 


x2 
| P(E)? dE <27. 
-x 


这 显然 蕴含 了 所 要 的 结论 ， 
我 们 来 计算 Ty. 由 于 mw (四 是 < 的 以 272" 为 周期 的 函数 ， 


因此 ， 
a x an?" 
L= | AE dé= | + | | 
0 0 an 


te A BAD HAERE CHD" +. 
注意 到 me KAREE, RE We) 中 除了 最 后 一 项 外 其 余 
的 项 都 不 变 ， 因 此 


I= | y (m2 + ge") a 
2 
= [pus OF dns 
这 样 递 推 ， 最 后 有 
n= m2 =f mP dé= 27, 
其 中 用 到 了 mE + Im + OP = 1. 


1 
这 里 有 两 个 例子 ， 如 果 m=cos Le ILE, HBA 


a= SEP ee, 而 9 是 [-1, 0 ] 的 特征 函数 ， 此 例 的 多 分 
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辩 率 分 析 产 生 了 Haar RÆH/NKREXE. 
取 m6)= > +e), BLE SI 6 的 条 件 . 但 从 mE 


的 这 种 选择 推出 ,在 [—3, 0 JE e=, 在 [一 3,0 ] 之 外 


p(x)=0， 这 时 序列 Pix —k) (k € 忆 不 构成 上 (BR) 的 正 交 基 . 
下 面 的 引 理 解释 了 这 个 反例 . 


引 理 7 除了 引 理 6 的 假设 外 ， 还 假设 mE) 是 有 限 的 三 角 
和 PL 并 且 在 [ — 7/2, T/2 ] 上 m(¢) #0, il P(x—k) (k = Z) 


是 正 交 序列 . 
MW EBSA, PEL AR), 9 有 紧 支 集 ， 因 而 9 属于 所 
有 的 Sobolev 空间 ， 因 此 函数 


E= JOE + 240) 


无 穷 次 可 微 . 

证 明 P(x-k) (kK s 司 是 正 交 序列 现在 变 成 证 明 a= 事实 
上 ， 只 要 证 a(¢) 是 一 个 常数 ， 这 是 因为 9(0)=1( 再 次 回 到 无 穷 乘 
Bh). FAAS ZI1 关 0 OQi*)=0. 为 此 ， 注 意 到 ， 因 为 
m0 十 mo 二 1， 所 以 m=; AEREE], 2- 北 = 
(2m+1)t, WA 9(6)=0. “=2ir (l € Z, 1 关 0) 就 是 这 种 情形 . 

我 们 将 按照 Tchamitchian 博士 的 方法 来 证 明 x(6) 是 一 个 常 
数 ， 为 了 不 使 符号 过 繁 ， 设 g= mE, 这 时 [g(D) +lg(É+7)= 1, 

¢ a 


0<g()<1, a= $ (+) res . 由 此 式 得 到 以 下 结果 ， 


引 理 8 对 se R, THA 
a(2€) = (EGE) + AE + TIy(É +7). (8.3) 
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这 个 等 式 说 明 , x(26) 是 (E) A (6 +7) A RR gE), g(E +7) 
的 重心 .这 件 事 再 加 上 % 与 g 的 周期 性 ， 对 证 明 oC) 是 一 个 常数 
就 足够 了 . 

为 证 明 引 理 8, 最 后 一 次 再 回 到 a. RA POE) = 
mAP), EA 


H(26)= 3,026 + HP =) pm E+ KOPIE + KT 


= MAÈ | PE + D) + mE +r NES [BE + 2k + HP 


= 0(6)9(S) + UE +) g(5 +7). 

除了 (8.3) MA O<gQK<1, gO +g(S+D=1 LR g(Ë)>0 
(: E -4 | |) 之 外 ， 让 我 们 忘掉 前 面 的 一 切 ， 而 来 证 明 
a(6) 是 一 个 常数 .为 此 ， 用 m Al M 表示 xc) 在 【0, 27] 上 的 最 
小 值 和 最 大 值 ， 我 们 要 证 明 M=m= x%(0). 

(至 少 ) 在 一 点 se [一 7%, 7] 取 到 最 小 值 m， 我 们 使 用 
(8.3) 并 让 ¢,=¢,/2 € -4 ， > | 由 假设 知 g (6) >0. A 
此 ， 或 是 O<g6)<1, RE g6)=$1. 在 第 一 种 情形 ， 必 有 ač) 
=m=O(0,+7); 而 在 第 二 种 情形 , 有 (=m 而 预先 不 知 OC, +7) 
的 值 . 重复 这 样 做 ， 就 得 到 一 列 纪 =2-%， ，x(6)=m， 取 极限 便 
A a (0)=m. | 

FIX, #a(0)=M. 因此 «(6) 是 一 个 常数 ， 如 我 们 已 指出 
的 ， 这 个 常数 是 1. 

为 结束 我 们 方法 的 (a) 部 分 的 介绍 ， 假 设 我 们 知道 如 何 选 
取 mé) 以 使 得 9 € L”(R)， 则 引 理 7 给 出 了 忆 (R) 的 一 个 多 分 
PPS VG ED, We. À 9 的 直到 7 阶 导 数 都 属于 L (R), 
则 这 个 多 分 辩 率 分 析 将 是 +r 正则 的 . 

设 下 是 由 9(x 一 局 (Kk € Z) 生 成 的 (RR) 的 闭 子 空间 ， 我 们 
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用 条 件 : f(x) E Vi SRF SC» € V, 来 定义 V. 
为 验证 这 些 子 空间 V ERAR, RUE V_, € Vy. 而 事 


XE, ÆA 1/V 2 a+ — | Ke 可 是 天 ;的 一 组 正 交 基 ， 并 


且 由 构造 方法 ， 根 据 00) =mÉ0, A [+ -Xn 。 


p(x+k). 
最 后 ， 我 们 来 证 明 Ny,= {0} 以 及 WEL (BR) 中 稠密 ， 为 
k, ME LA 信 表 示 正 交 投影 算 子 ， 然 后 要 证 明 在 算 子 强 


拓扑 意义 上 lim E=0, lim B=1 EMRE, (x, y) Æ 


E, (x, y =2E (Xx, Xy), (8.4) 
而 | 

E(x, Y=} P(x—k)P(y—h). (8.5) 

BRU P € L°(R), M EX, DISC, H HA x-y22T 时 

E(x, y)=0. 此 外 ， 由 于 $0)=1， 以 及 当 k € ZE KO 时 Êk) 


=0, RNA | Ex, y d=} oo(x 一 月 =1. 


EREI 章 的 引 理 13, WA E — 10 一 +0). 很 清楚 ， 我 
们 也 有 无 一 00 一 一 oo). 

现在 转 来 讨论 我 们 的 方法 的 〈b) Bt. 我 们 将 看 到 存在 着 
真正 的 困难 . 这 里 给 出 的 构造 很 多 应 归功 于 与 二 P. Kahane 和 
Y. Katznelson Hifi. RRR RH. 

第 一 点 简化 是 可 以 忘掉 mE 而 仅仅 保留 gC). 事实 上 ， 我 们 
将 研究 9 的 正则 性 ， 力 图 得 到 : 在 无 穷 远 处 有 (=O (č). 这 
显然 等 价 于 @OP=OC7), MEM 人 (EF 的 无 穷 乘积 仅 涉及 
g， 此 外 ， 当 s>r+1 时， 由 加 到 9 本 身 的 条 件 便 可 得 到 9 EC’. 
以 下 的 F. Riesz 引 理 使 从 g 回 到 mS) 成 为 可 能 ， 
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引 理 9 设 gÈ =ne 是 整个 实 直线 上 的 非 负 三 角 多 项 


式 ， 则 存在 三 角 多 项 式 h(O= Da, KEKOO. 此 外 ， 如 
果 系 数 六 是 实 的 ， 则 可 以 选择 模 为 1 的 常数 使 得 wx 也 是 实 的 . 


我 们 以 后 用 到 引 理 9 时， 系数 六 确实 是 实数 ， 所 以 也 是 
实数 ;因此 函数 9 与 WW 也 是 实 值 的 . 


例如 g()=1+00s ¢ At, h (©) BLE T (1+eï) 3138 9 的 证 


明 留 给 读者 作为 练习 . 
现在 ， 我 们 来 看 看 如 何 造 出 gE). 从 一 个 整数 天 出 发 〈 以 后 
会 看 到 它 与 有关， 因而 就 与 +- 有关 ); 令 c 是 一 个 正 的 常数 ， 


满足 al (sint)**' dt=1, WH k— +% 时 ， 有 c=0O(VK ). A 
: 


| (sint)™ dt. RR “SER RH Hh” BST 


0<g()<1 以 及 g (6)+g E+D=1. BA, ERA (-7,7) 上， 
g 鸭 >0， 剩 下 要 讨论 的 是 无 穷 乘积 o@ =a $ (4 }- 


4 
Š 
g x J 
从 我 们 给 出 的 gO 的 特例 ， 可 以 得 到 以 下 性 质 : 
对 任意 1 € 民 ， 有 0<g OK<1; 9 的 在 整个 实 直线 上 连续 并 且 


g (t+ 27%) =g(t) ; (8.6) 
g ()<CYk (3 J (2 << 他 , K>1] ; (8.7) 
g SIA" (gt<27n, kÈ k). (8.8) 


由 于 g 是 以 27 为 周期 的 函数 ， 在 证 明 这 两 个 不 等 式 时 ， 可 
以 仅 限 于 考虑 0<f& 和 zx， 这 时 


=a (sin u)**' du. 


注意 到 ， 当 O<u<rHf, sin u<rn-u, 这 样 就 可 控制 这 个 积分 ， 
并 且 以 更 精确 的 形式 得 到 (8.8); 事实 上 ， 常 数 w=OCVMK ) 被 


> 1 


至 于 (87), 4 Sun 时 ， 我 们 满足 于 用 Vi EE 
fil sin u. 

最 后 还 应 注意 到 ， 人 除非 上 充分 接近 工时 ，(8.7) 比 (88) 更 
精确 . 

可 以 用 下 述 引 理 来 结束 关于 9 和 小 的 正则 性 的 研究 ， 我 们 
将 证 完 定 理 3 后 再 证 明 它 ， 


引 理 10 设 ? 与 C 是 两 个 常数 ， 其 中 0<ô<1, C21, WH 
在 常数 &=a(6, 中 >0 具 有 以 下 性 质 : 对 任意 在 整个 实 直 线 连续 
上 且 具 有 以 下 (89), (8.10) EER., RF CO, D 的 、 以 1 为 
周期 的 函数 了 (0) : 


0<f HLS (4 <1< = ) . (8.9) 
与 
fC :一 本 (8.10) 
LA RPE BM 22, À 
wep, VO SO) fF 2 D}S2™. (8.11) 
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在 已 有 的 例子 里 ，f (0)=1， 因 此 假如 对 1 没有 限制 的 话 ， 
(8.11) 不 能 成 立 ， 但 是 限制 在 a<t<b(O0<a<b<1) 时 ， 仍 可 以 
有 (8.11) moor. 可 是 指数 x ART a Ab, 我 们 不 使 用 这 种 改 
进 ， 仍 然 限制 (8.11) 为 已 给 出 的 形式 . 

暂时 承认 引 理 10， 先 回 到 小 波 9 与 多 正则 性 的 讨论 . RAI 
要 证 明 : MER RANE 1, 可 以 选择 k HE Aa) =1- 


a in Pt dt, WW FCF HEAR GS) = g(S/2)g(C/4) IEN HART HAE 


是 OK). BA GO)=|9O?, HAE o € CP. ME N 
又 是 任意 的 ， 定 理 3 就 被 证 明了 . 为 研究 G(e) 在 无 穷 远 处 的 性 
质 ， 我 们 使 用 二 进 环 12 < (81S 202 裁剪 集合 Sr, ERARE 


分 别 做 变量 替换 = 2724 这 样 ， 总 可 以 归结 到 + <t< + 


的 情形 ， 又 因为 0<g(O<1 BS O=G2r))xs, RA 
GÉ)<g(C/2} gE = gr) gX À 
= (ROS Df OY 
先 讨论 函数 (四 的 性 质 ， 当 kk 之 有 CVE (3 J<(4 yr 


= 08, Seep B= <1, 又 从 (88) A OM Q — FP 


FERMAT, f O(A) 满足 引 理 10 的 假设 (5 = 


TS C= 2). 因此 只 要 承认 引 理 10 的 结论 ， 便 有 
GES Y=, 
其 中 N=24 (k+1). 
现在 我 们 能 够 证 明 : 对 于 9 的 正则 性 来 说 ， 函 数 9 与 业 的 
支 集 的 直径 (至 多 ) 是 线性 增长 的 ， 事实 上 ， 已 经 知道 ， 当 
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L'ORDRE PHXBABSE (-T D F. 389%, T 


是 三 角 多 项 式 的 阶 ， 这 实际 上 已 给 出 了 T=2k+1. Bik. wx 
种 选 法 ， 我 们 已 经 得 到 o)=0( 0), HE PTE 49 B<a—1, 
pe CY 9 的 支 集 的 增长 完全 满足 我 们 曾 宣 称 的 条 件 ， 实 际 
上 上 ， 还 能 够 证 明 (也 是 I Daubechies 告诉 我 的 ) 这 个 线性 增长 
是 最 优 的 . 

回头 来 证 明 引 理 10. 一 开始 ， 我 们 用 AD= ff RESNO. 
WR PEIE AOAN ALTOS, 就 可 以 得 出 FOSC SAT 
<2. 这 种 变换 的 好 处 在 于 : 在 保持 性 质 OSOS RAYS 


C 


1 


alt= > MN, hQ=0. WN RAA (8.11) 的 控制 ， 因 此 ， 


我 们 可 以 假设 


其 中 %=0 或 1. 

因为 AD 的 周期 为 1 所 以 A2) = h(0, %,,,2,.,°°°). 

为 控制 乘积 h(D)…h(2 广 从， 我 们 又 要 研究 序列 21 的 模 工分 
解 . 这 又 需要 分 析出 现在 1 的 二 进展 开 中 由 0 和 1 组 成 的 序列 à, 
dn o, 称 满足 OY 的 集合 为 Fc { 0,1, …, j-1}. # 
q EF, W h (2%)=h0.10% ,>…) 或 是 h(21)=hO.014,,, °°). 在 第 一 


种 情形 ， 有 本 S010,.< 2; 在 第 二 种 情形 ， 有 


] 1 
4 <0.01% ,3 < ph 


在 这 两 种 情形 中 ，h(2%)0， 这 就 是 定义 下 的 理由 .可 以 用 
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ON $5 thi) FOF FER h(O…h(2 而 构成 第 一 种 控制 方式 ， 其 中 NN 是 FF 
的 基数 . 当 NN 远 比 j 小 时 ， 这 种 控制 就 不 好 . 这 时 我 们 用 
(8.10) 提出 第 二 种 控制 ， 为 此 , 只 考虑 由 0 和 1 组 成 的 序列 0.01 
om…， 由 下 例 ， 区 间 无 仅 由 1 组 成 ， 而 区 间 几 仅 由 0 组 成 : 
0, 0 1 1 0 01 1 «103100 1 1 1 10… 
~ 一 一 一 全 vv 一 一 — 


en, 


J J; J, J, 


从 区 间 1, SAR J,, RAKE J, ÆA L ERF q EF 
的 一 个 元 . qe F, 我 们 用 /上 表示 由 0 或 1 组 成 的 由 dg 所 “ 宣 
布 的 ”新 区 间 的 长 度 (Bq EF, 并 且 ge 了 人 ， 则 了 就 是 也 的 长 
度 ， 它 可 以 是 +o; Bqe qe J, Wl REL. WEE). 
ERA LI. RCH (8.10) 中 的 常数 , BPA, 2>C5 


则 我 们 使 用 (8.10) 来 控制 AQ), Bb, H 1 后 ,) 24 可 
以 写成 


0, 1 O0 O ++ O 1 - RO 011 10 
1 项 1 项 


在 这 两 种 情形 ， MORR 1 后 ) 都 很 接近 =. 于 是 ACD< 


C2™s。 (在 1<1<4 时 ) 我 们 可 以 用 一 个 一 致 的 估计 h(2%)<6 把 
这 两 种 估计 结合 起 来 ， 因 此 无 论 在 哪 种 情形 ， 都 有 KN, 
其 中 %>0， 但 充分 小 ，( 条 件 是 9< 2 一 “与 C 和 24-3 NA ô<], 
C<24， 所 以 它们 是 相 容 的 ). 

把 这 些 不 等 式 逐 项 相 乘 ， 就 有 


hA hA ET KASY, 
qEF 


引 理 10 证 毕 . 
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在 结束 本 节 之 前 ， 我 们 给 出 S. Mallat 关于 上 述 构 造 的 观 
A, ERASED 章 的 二 进 插 值 有 关 . MERRI 章 第 13 节 的 
符号 ， 我 们 希望 把 包含 关系 Z © Z/2 改写 成 保 范 单 射 
J ZZ)— PF (ZD, (8.12) 
使 得 对 任意 k EZ, A 
JST . (8.13) 
第 三 个 条 件 可 以 保证 这 个 序列 从 离散 过 渡 到 连续 . 我 们 希望 让 E 
+ 0， 用 ZER, AHAA eZ EAA f (Ek) (k € Z) RE 
LTÉE eB Kf (x). RITER J EX TELE. 
确切 地 说 ， 设 >>1 是 一 个 整数 ， 如 果 对 任意 属于 Schwartz 
类 2( 全 的 函数 Co ， 可 以 找到 一 族人 (0<sD ， 它 构成 有 界 
EBC (A), 使 得 在 7 作用 下 序列 了 (Ek) (k € DRE Cf (Ek) 
Ef (Ek), RP CE TER 则 称 J 是 > 正则 的 ， 因 为 J 是 部 


分 保 范 的 ， 就 得 到 |C|— TT 我 们 把 它 规范 化 使 得 C= 


AE 疡 国 表示 这 样 的 序列 ， 当 kz1 时 ，& O0 而 
& 的 =1. HG IEF RAISE wO) Ed, MEE JEN 


下 的 象 就 是 Ywiee +o, 并 且 最 终 得 到 序列 (Xx) -o EP OR 
Bit DY weed, 


为 了 简化 这 个 描述 ， 我 们 把 序列 (x). 与 函数 FD x 


eR ARK, x, MP FAN Fourier 系数 . 同样 地 ， ag 六 
€ P (2/2) 5 A% G =} yt "r 联系 起 来 . À yt = J(x), HJ 
G(X) 二 W(x/2)F(x), ， 其 中 W(x) =Y wipe. KANG Bl, F(x) 是 27 
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周期 的 并 属于 L C0, 22), NM W(x) 也 是 如 此 ; X G(x) 是 47 
周期 的 ， 它 属于 L (0, 47)， J 是 部 分 保 范 的 ， 这 一 条 件 等 价 于 
[Woo +|IWx+ T=2. (8.14) 
我 们 仅 讨 论 当 八 +o ff, w() G € 刀 速 降 的 这 种 情形 .， 因 
此 ，J 是 +r 正则 的 ， 当 且 仅 当 
IW(0)=.,/2 , WO)=……= WNW0)=0. (8.15) 
现在 考虑 所 有 的 包含 关系 
ZcZ/EZAC ZCZ CC.. oR, 
我 们 想 把 它们 与 保 范 映射 : PQID— PLTDRAREX, 
然后 取 极 限 ， 这 时 要 把 民 看 成 是 子 群 2- 号 的 极限 . 

用 交 在 序列 中 它 将 被 记 作 几经 一 个 简单 的 尺度 变换 ， 不 改 
变 序 列 w ()G € Z), PERM J, 

MP (如 的 典型 正 交 基 , 即 序列 KE DMA, RAKES, 
Jy, Jun, FB P OZ) BERE S] e, (x —k) (x € 272).S. 
Mallat 的 有 局 发 性 的 想法 是 ， 在 一 个 自然 的 意义 下 ， 当 4 趋 于 无 
穷 时 ， 这 个 正 交 序列 收敛 到 P(x—k)(k € zZ). 

因此 ， 我 们 “ 想 取 极 限 "， 并 把 L (A) 看 成 是 Hilbert 空间 
(2 号) 的 “极限 ”. 为 使 计算 方便 , 赋予 每 个 序列 fC (x) (x € 2742) 
一 个 离散 测度 LS CR) 5 和 内， 并 希望 序列 三 e P (272) 的 

“收敛 ”与 相应 离散 测度 几 的 弱 收 敛 一 致 为 实现 这 点 ， 应 该 
H 2% ZE Hilbert 空间 了 (27Z) 的 自然 范 数 ， 以 使 这 个 空间 
正规 化 . BR, WE 的 极限 将 通过 Fourier 变换 来 计算 ， 它 的 


定义 是 .了 (H) O= fean, (x). 


作 了 再 正规 化 之 后 ， 我 们 有 
F (H) QO=W2-*€) 5) ©. (8.16) 
由 这 个 等 式 显然 得 到 (1) (6) =W (27%) -W (278). .F (Hy) ©. 


对 取 极 限 所 必须 的 再 正规 化 就 是 用 2-3 He. 为 此 ， 只 
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需 系 统 地 用 (1/2) W (OREW ©, ARRA mC) 
的 函数 去 做 替代 . 
最 后 ， 从 0 点 处 的 Dirac 质量 cu=5 HR, FAO, 表示 相应 的 


测度 277 J .这样 


FG, =mAE/ "mode 2). (8.17) 
车 J 是 r 正 则 的 , 又 若 在 正则 性 定义 中 的 常数 c=1A/I , 则 mn(0) 
=1. WẸ wU) (es Z) 是 速 降 的 ， 则 测度 0, BURMA Px) dx, 
而 px) € L R). 

从 这 点 出 发 ， 现 在 我 们 又 必须 回 到 Daubechies 定理 证 明 的 巧 
妙 部 分 了 . 

事实 上 ， 没 人 能 证 明 “极限 ”序列 p(x-k) (kE 2) É EX 
的 ,反例 就 是 选择 w0) =1//2 , w (6)=1/YZ ， 其 它 的 w0=0， 

那么 ， 我 们 刚才 的 启发 性 描述 仅仅 可 以 说 明 引 理 6 的 等 式 
I=22, 然而 ， 它 又 具有 无 可 争辩 的 审美 特征 ， 这 就 是 刚才 我 们 
介绍 它 的 原因 . 它 同样 为 公式 (28) 提供 了 一 个 重要 的 几何 解 
释 . FXE., WAZI 章 所 有 记号 ， 用 上 述 直 观 想 法 ，V 就 是 
空间 J, EOD “HR”, PRE J, (P 2/2)) 的 极 
FE, e 

为 构造 VTE V PREZIS A W, RAIA WEHR, We 
ELEDE! @/2) PHE. HUE, SM W, 是 空间 
JJ, WP 的 “极限 ”， 为 构造 出 Wi 的 一 组 形 如 米 (x—k) 
HE ZW IER, AGM W# MERE VF (x-k) KE Zi 
发 ， 借 助 -省 ， 通 过 “ 保 范 变换 *”， 然 后 取 极 限 ， 为 构造 WF, 
BATE VF (k/2)=(—1)W(k+1)(k ED, HBB (28). 

同样 的 观察 也 适用 于 n 维 情形 . RRRSRARKAT 
c2'Ze-.c2 Cc.…， 然 后 把 这 个 包含 关系 解释 成 保 范 单身 
J 了 0Q2 加 一 了 (27) ， 它 们 都 可 由 尺度 变换 从 第 一 个 得 
到 . 问题 还 是 当 j 趋 于 无 穷 时 ， 在 序列 Jh Ce) “BR 
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限 ”， 人 和 但 是 在 此 我 们 仅 介 绍 这 个 问题 的 一 点 结果 而 已 . 
9， 多 维 紧 支 集 小 波 


我 们 不 知道 怎样 直接 构造 (BR') 的 一 个 r 正 则 多 分 辩 率 分 
析 ， 使 得 它 可 以 构造 出 具有 紧 支 集 的 小 波 . 困难 是 双重 的 .即使 
可 以 造 出 V4 es 也 使 得 2 具有 紧 支 集 ， 但 用 Grochenig 的 构造 
小 波 的 方法 却 造 不 出 具有 紧 支 集 的 小 波 . 这 与 一 维 情形 不 同 ， 如 
果 满 足 于 用 张 量 积 来 构造 多 维 小 波 ， 这 些 困 难 便 不 复 存 在 ， 同 时 
也 得 到 了 紧 支 小 波 . 为 读者 方便 ， 我 们 还 是 予以 说 明 . 

Rok RAI HD 

Q={x € R; Xx—k € [0, 1} (k€ Z', j € 2) 

的 集合 ， 用 表示 2 一 1 个 序列 (8 ee) HRA, HH eho 
或 1， 但 序列 (0, 0, …, 0) € E. 

对 任意 整数 r+ EN RANA 9 和 表示 上 节 从 r 正 则 多 分 辨 
率 分 析出 发 所 造 出 的 具有 紧 支 集 的 、r 正则 的 函数 . 

MEER QE CG, EM 


de (x)= 20% GK) Ck) , 


这 里 ， 我 们 约定 P=@, w=y. 
WR ml AR, HARE: 9 与 峭 的 支 集 包 含 在 区 间 m[0, 
一 _ M i m ył s TF 
1] -| 4 z>? 2 + 5 |». BLA n 维 小 波 Vo AERE 
含 在 m0 中 ， 方 体 mo 与 O 有 相同 的 中 心 ， 但 边 长 是 OQ 的 m 售 . 
这 样 造 出 的 小 波 茜 具有 适用 于 除 L M 这 个 参考 空间 外 的 
其 它 咒 数 空间 的 小 波 茜 应 有 的 四 条 性 质 ， 这些 性 质 是 : 
(a) CE L (R') 的 一 组 正 交 基 ; 
(b) 小 波 的 局 部 性 : supp = mO; 
(c) 小 波 的 正则 性 : 对 所 有 Ia 所 rr 的 多 重 指 标 % EN 有 


— 143 — 


OAA KEYP, 
(d) 小 波 的 振动 性 : 只 要 asr, MA 
jen (x) dx=0. 


紧 支 小 波 的 好 处 在 于 ， 可 以 用 它 来 分 析 任 意 小 于 了 > 阶 的 分 布 
S E 0 "(R) ， 而 不 必 预 先 对 它 在 无 穷 远 处 的 增长 条 件 加 以 限 
制 . 正 像 在 下 节 我 们 会 仔细 看 到 的 ， 对 这 样 的 分 布 ， 有 


S52 6. Po) PotÈs, , (9.1) 
其 中 | 
SEE, 2, © Vo Ve. 
我 们 用 2, 表示 边 长 为 2 二 的 二 进 方 体 的 集合 ; 若 $ 是 一 个 分 


布 ，& 是 一 个 试验 函数 ， 则 设 (S, uy =<S, us, He 
<，，。 > 表示 分 布 与 试验 函数 之 间 共 斩 的 双 线 性 形式 ， 


FA (9.1) 具有 以 下 直观 意义 ， 级 数 (S, Pp) Vo 构成 了 
分 布 $ 的 第 一 个 初 样 . 在 这 个 初 样 中 取 了 5S 的 (尺度 为 1 的) 
平均 值 . 这 个 平均 值 在 每 个 点 上 E ZZ， 用 积分 IS GP(x-R dx 


来 计算 ， 这 个 平均 就 是 S 的 初 样 >, Ciq(x 一 ) 中 所 用 的 系数 . 
然后 是 一 些 修 正 . 与 鞍 论 中 一 样 ， 这 些 修正 应 与 已 给 出 的 平 
均 法 相 容 ， 这 是 由 Yo C € #,,j20)5 P, (0 € a) 的 正 交 性 来 
保证 的 . | 
这 些 修 正 越 来 越 细 ， 它 的 尺度 越 来 越 小 .这些 修 正 的 无 穷 级 
数 就 是 StS tSt 把 它 加 到 5 的 初 样 上 就 在 所 有 细节 上 再 
现 了 S. | 


10， 小 该 与 图 数 空 间 


在 本 章 中 ， 我 们 已 经 给 出 了 构造 一 族 小 波 几 UE 人 A) 的 步 
DR. 这些 小波 构成 了 上 (R?) 的 正 交 基 ， 对 任意 fe LR, € 
可 以 写成 

f =F GFW) % ©). G0.) 
48 On FER OL? ae Sal a OP yay Rew AT, Haar 系 也 就 够 了 .小 
波 在 两 方面 比 Haar RRR. 对 自 变 量 来 说 ， 在 函数 正则 的 地 
方 ， 小 波 系 数 是 很 小 的 仅 在 组 数 的 奇 点 附近 ， 小 波 系数 很 大 . 
换 句 话说 ， 通 常 的 仅 有 孤立 奇 性 (或 奇 性 出 现在 低 维 曲面 上 ) 的 
孔 数 的 小 波 级 数 是 “成 洞 ”的 级 数 ， 小 波 为 零 的 矩 的 数目 越 大 ， 
这 个 性 质 越 明 显 (在 Haar 系 中 ， 仅 仅 是 积分 为 零 )， 

小 流 基 的 第 二 个 长 处 在 于 ， 它 灵活 地 适用 于 分 析 中 出 现 的 各 
种 函数 的 范 数 . 如 果 f 属 于 某 个 经 典 空间 (Sobolev 空 间 ，Besov 
FER Hardy 空间 等 )， 那 么 小 波 级 数 自 动 地 在 相应 的 模 下 收敛 
到 f. 这 是 以 后 几 章 的 内 容 ， 但 为 了 不 使 读者 感到 乏味 ， 在 本 节 
中 我 们 用 Sobolev 空间 和 Holder 空间 为 例 来 说 明 这 点 . 

但 是 ， 当 在 更 一 般 情 形 而 不 仅 是 在 L'(R) & M eB 
(10.1), 便 过 到 了 第 一 个 障碍 .假如 了 是 恒 等 于 1 的 孙 数 ， 则 每 个 
C > PES (因为 每 个 小 波 的 积分 是 零 )，、 从 (10.1) 得 到 
1=0. Al. RARER L” (RIRE L (RY. 

还 有 第 二 个 障碍 . 在 某 种 意义 上 说 ， 它 是 第 一 个 障碍 的 对 


B. wR fe F(R’, ro dx=1, MARE (10.1), ， 这 个 图 


数 便 分 解 成 每 一 项 都 是 积分 为 零 的 级 数 ， 级 数 (101) 不 能 依 
L (R") 模 收敛 ,否则 便 允 许 逐 项 积分 于 是 仿佛 (10.1) 本质 上 只 
能 适用 于 LRZ, m p 限 于 1<p<%. 
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然而 ， 只 要 把 用 来 构造 小 波 的 正则 多 分 辩 率 分 析 中 的 小 波 
再 加 进去 ， 上 述 困难 就 消失 了 w To=Z 1=2%7,(je N), 
人 = 了 ,一 .我 们 把 第 一 个 参与 构造 小 波 的 函数 记 为 9. 设 Px) 
二 9(x 一 习 (4 Ee 了 0). 这样， 我 们 放弃 (10.1) 而 用 


f OEL A P) Pi OE PW) bb) (02) 


它 有 更 多 的 好 处 . 
当 使 用 这 个 新 算法 时 ， 上 述 两 个 矛盾 立即 消失 了 .事实 上 ， 
4 O) HSE 1 时， 每 个 数 积 <S 9; > 都 等 于 1， 从 (102) 


得 到 等 式 l=), p, (x). 


更 一 般 地 ， 如 果 f(x) 是 不 超过 r 阶 的 多 项 式 ， 则 根据 E (x) 
=x" (<r), EE (102) R. 但 是 不 慎重 地 使 用 (10.1), 
就 得 到 meN x=. 

因此 ， 当 j 所 在 的 函数 空间 由 局 部 正则 性 (或 奇异 性 ) 再 加 
上 人 性质 上 不 同 的 “在 无 穷 远 处 增长 速度 ”这 个 整体 性 质 来 刻 划 
时 ， 我 们 就 使 用 (10.2)， 一 个 这 样 的 例子 是 非 齐 次 Holder 空间 
C=C) LS 局 部 性 质 是 ， 当 0<s<l 时 , If )—f OSC- xi 
对 任意 x 与 y 成 立 〈 显 然 因 为 整体 性 质 是 If l<cC, Are 
仅 限于 ly 一 x|<1). 

但 是 ，(10.1) 适用 于 齐 次 的 Halder 空间 CCH PAR BR fE 
L”)， 这 个 齐 次 Hôlder 空间 是 模 常 数 的 函数 空间 ， 在 这 个 空间 中 
1=0 是 对 的 ， 

只 要 使 用 (10.2)， 第 二 个 牙 盾 也 消失 了 . EXE, E fE R), 


则 级 数 > C 9) 9; ORL (四 模 收敛 到 函数 g € L (R), € 


的 积分 值 等 于 ORM. 二 重 级 数 DO V (mL 


收敛 到 其 积分 值 为 零 的 负数 及 我 们 有 f=g+h. 
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下 面 我 们 来 解释 怎样 使 用 (10.1) 或 (102) 通过 小 波 系数 
的 模 刻 划 Holder C* 空间 和 Sobolev 空间 H°. 

为 了 写 出 这 种 刻 划 ， 应 该 从 一 个 可 以 算出 小 波 系数 的 数学 对 
象 1 出 发 .因此 ， 当 小 波 是 由 LR 的 > 正则 多 分 辩 率 分 析 产 生 
时 ， 这 个 数学 对 象 就 应 是 不 超过 r 阶 的 分 布 ， 这 还 不 够 ， 为 了 在 


使 用 (10.1) 时 不 出 现 矛盾 1=0， 还 应 假设 f (= VD Wi 


RL. 这 个 式 子 的 意义 是 ， 该 式 以 积分 作用 于 任 一 个 C' 的 紧 支 
集 男 数 后 所 得 的 数值 级 数 与 左边 的 数 相 等 . 
做 好 这 些 事 先 说 明 ， 我 们 有 以 下 结果 . 


定理 4 AH Se HR (一 r<s<r)， 当 且 仅 当 它 的 小 波 系 
数 a(4)=(f WV) 满足 
La +2 BPDP , (10.3) 
同样 地 ，f € CcC {IEF Hölder 空间 ) (0<s<m ， 当 且 仅 当 小 波 
系数 BA= QA € TD 和 4)=G WA € A, (20) WE 
BAYSC,, (À € TIM RAJEC "7275, (10.4) 
其 中 C 与 C 是 两 个 常数 . 


在 证 明 这 两 个 结论 之 前 ， 作 几 个 评注 是 有 益 的 ， 不 能 用 小 波 
系数 的 模 给 出 ( 非 齐 次 ) Holder 空间 的 刻 划 ， 容 易 看 出 其 理由 
是 : 不 能 用 小 波 系数 的 模 去 刻 划 L? (R). 

L” (RD 不 能 被 小 波 系数 的 模 刻 划 这 件 事 已 经 在 第 二 节 中 说 
过 了 .在 n=1 时， 当 使 用 Littlewood—Paley 小 波 时 ，Inlxl 与 x/|x| 
具有 同样 的 渐 近 分 量 . 正如 我 们 已 经 见 到 的 ，Hilbert TK H A 
释 了 这 个 反常 现象 . HIE x/|xi 变 成 了 Inlx| ， 并 且 把 一 组 小 波 基 
VERTA “不易 以 显 式 表 示 的 ” 基 几 ， 其 中 要 求 妇 是 由 
Littlewood 一 Paley 多 分 辩 率 分 析 推 导出 的 . 
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最 后 一 个 说 明 是 ， 还 应 注意 到 ，Sobolev 空间 A 也 可 以 用 级 
数 (102) BIR, RITA f © H{—r<s<r), 当 且 仅 当 D BaP < 00 


并 且 DE dre) ?< co. Het, AAV AW, GS-1) MERA 


和 ， 所 以 DOES may. 

剩 下 来 证 明定 理 ， 至 于 HH， 这 很 简单 ， 使 用 第 工 章 定理 8 
就 有 ， 1 e 厅 当 且 仅 当 (eR)， 并 且 存在 序列 8 e 
P(N) ,使 得 1D PIL<E2 À. BADR VA € A) 构成 了 W, 的 一 
组 正 交 基 ， 所 以 IID, Dl (BI mr) AH, IENl= 
or ox)". 因此 (10.3) 就 与 第 工 章 给 出 的 刻 划一 致 了 . 


对 Holder 空间 Cs， 我 们 使 用 以 下 引 理 . 


引 理 11 在 上 (RD) 的 子 空间 碾 上 , Nfl SUP ICE Ys NEO 


HE, Mf VAL Iris= Clyl。; BE, EU, 


LISE WIOSEN CHSC! 这 后 一 个 不 等 式 来 自 小 波 的 局 
部 性 ， 从 而 引 理 就 证 完了 . 
立刻 便 有 一 个 推论 : 在 WE, & fl 5 27 sSupi(f VIS 


价 ， 这 可 由 一 个 简单 的 尺度 变换 得 到 . 

既然 C* 是 由 E(f) € L RID, Ns。=C2 习 所 刻 划 ， 由 此 也 
立即 得 到 了 小 波 刻 划 .一 切 都 象 我 们 在 第 章 中 已 指出 的 一 
样 ， 在 s=m 时 ，C: 不 是 通常 的 空间 C"， 而 是 由 Zygmund 类 出 
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发 得 到 的 空间 . 在 s=1 时 ，C’ 应 由 具有 以 下 性 质 的 1 组 成 的 空 
间 来 代替 : f R— C 是 连续 的 ， 并 且 存 在 一 个 常数 C， 使 得 
f+)+f (x 一 y) 一 2f ASC ; Woh, EERSEL (R). 同 
样 地 ， 当 s=2 时 , C: 是 所 有 其 一 阶 导 数 都 属于 Zygmund % fy A 
数组 成 的 空间 ， 以 此 类 推 . 

现在 我 们 中 断 用 小 波 系 数 的 大 小 刻 划 经 典 函 数 空间 的 讨论 ， 
因为 这 个 课题 是 第 V 章 和 第 VW 章 的 内 容 . 


11. 小波 级 数 与 Fourier 级 数 


本 节 全 部 用 于 比较 小 波 级 数 与 Fourier BR. 初 看 来 ， 因 为 
Fourier 级 数 是 用 于 表示 周期 函数 ， 而 小 波 级 数 用 于 表示 (EF 
均 上 说 ) 在 无 穷 远 处 为 零 的 图 数 ， 所 以 这 种 比较 没有 意义 . 为 了 
公平 地 进行 比较 ， 一 开始 我 们 应 该 构造 出 周期 小 波 : 除了 人 恒 等 于 
1 的 项 数 外 ， 周 期 小 波 就 是 小 波 

22V0x - 彰 (k € Z, j>0) 
(以 1 为 周期 ) 的 周期 化 ， 
我 们 将 要 得 到 的 最 令 人 吃惊 的 结果 是 下 面 这 个 重要 的 事实 : 
“ 满 的 ”小 波 级 数 (多 数 的 系数 非 零 ) 代表 了 十 分 异常 的 图 数 ; 
而 “通常 的 ” 孙 数 的 小 该 级 数 却 是 “有 洞 的 ”或 “ 缺 项 的 ” + 
反 地 ， 通 常 函 数 的 Fourier 是 “ 满 的 ”， 而 缺 项 的 Fourier 级 数 代 
He T FARA) PARK. 

对 这 种 现象 有 一 个 简单 的 说 明 : 小 波 分 析 是 一 种 局 部 的 带 有 
各 种 尺度 的 Fourier 分 析 ， 它 的 优点 是 : 该 级 数 直 接地 集中 地 取 
值 于 所 人 研究 函数 的 奇 支 集 上 ; 换言之 ， 在 奇 支 集 之 外 ， 所 讨论 的 
滑 数 是 无 穷 次 可 微 的 ， 因 而 相应 的 小 波 系数 可 以 忽略 . 

现在 我 们 中 断 这 个 泛泛 讨论 ， 而 真 去 构造 周期 小 波 . 

HV GE DRL 同 的 一 个 r 正 则 多 分 辨 率 分 析 .，n 维 情形 
留 在 以 后 讨论 . 以 下 都 设 re. 当 1<p<2 ht. RA VRRV 
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与 LLAK: M42<p<Of, VUE V EL ORTF E 
备 化 ， 最 后 ， 若 p= co， 依 惯例 ， 设 L” ® HA oL, L) # 
th, WU V2 就 是 PAUL BEE. STARE # oK) 
FEWER VE RÉ, MAM Ve 可 由 下 面 的 等 
价 性 摘 述 : 


fE W Ef =F P-k) 及 «El @, (11) 


SOE Ve Sfx) € VF 


我 们 用 P < fm 表示 由 周期 为 1 的 函数 组 成 的 子 空 间 ， 于 
是 有 


5138 12 当 j<0 时 ，P 都 相等 ， 并且 都 只 由 常数 函数 组 
成 ， 当 j>0 时 ，P 的 维 数 是 2. 


首先 注意 到 ， 因为 和 px- kK) 二 1， 所 以 常数 属于 所 有 的 空间 


Ve. itih REV c ye, f & 如， 假如 我 们 证 明了 : 所 有 的 
RASE P 都 是 一 个 常数 ， 那 就 完成 了 引 理 的 第 一 个 结论 的 证 


A 为 此 ， 写 出 f (x)= Le(k)e =k), 其 中 THN T(x): 


9 (x—k)dx. FAI c (k) KE DR-TRBRA, 由 此 f(x) 就 是 这 个 
常数 . 


最 后 考虑 j>0 的 情形 . 我 们 再 一 次 写 f cS wx. 
其 中 := | FE- dx， 这 时 由 等 式 f «t+D=f (x) 得 到 


c(k+2)=c(kh). 反 过 来 的 结论 是 直接 的 . 因此 ， 向 量 空 间 Pw 
维 数 是 D. 
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引 理 13 PRE RT RT RAR LAS 1 MERK 
数组 成 的 Banach SRE. 


正 交 投影 算 子 E: L AO- VA Ef C= 1E & y) f 0) dy 
给 出 ， 其 中 已 (x y=2E (2x, 2y), 而 EE (x, = 96-0: 


P-k). CM EQ, yC Qt 区 ?以及 |E (x, y) dy=1. 由 此 


得 出 : MR f 在 民 上 有 界 并 且 一 致 连续 ， 则 E Oi. 0 
G— ©). 上 此外， 车 f 的 周期 为 1!， 则 对 je N， 有 E(f)eP. 于 
是 引 理 13 就 证 完了 . 

RAR TARA RZ, DLS L M, C MFE 
线 上 的 函数 空间 ， 它 们 是 由 周期 为 1 的 、 分 别 属 于 局 部 荆 ，C 
等 空间 的 函数 组 成 . 


定义 1 我 们 称 用 上 述 方法 造 出 的 整个 颈 和 人 序列 PG EN) 
AL? (DD) 的 r 正 则 多 分 辨 率 分 析 . 


AT ÆRA Kk (REI ARMY BRB. PAT ,作用 下 是 
L (T) 的 一 个 不 变 向 量子 空间 . 
设 9, € P, EH 


0 (©)=2.2°9 Q(x-k)) (11.2) 
定义 的 函数 . 
引 理 14 在 也 的 作用 下 ， 儿 的 轨道 是 P 的 一 组 正 交 基 . 


因为 P 的 维 数 等 于 五 的 基数 〈 元 素 的 个 数 )， 所 以 上 只 需 验 
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证 : 函数 9, (xm) (0<m<2) WML (0，1) 的 正 交 序 列 ， 这 
就 导致 计 算 


l 
nn) z| P(2ix ~2’k ~m)9 (2x —2l—m’) dx. 
k il 0 
进行 变量 替换 x —k=2 4, 其 中 0 和 x<1l KEZLER 就 得 到 
> | p(t-m)o(t-2q—m') dt. 


# 0<m<2, 0O<m<2,mém, METAOMES, xgezxk 
MEEF. Gm=m, MRA g=0 这 个 积分 不 是 零 ， 它 等 于 1. 
这 就 证 明了 引 理 14. 

FH, HORR PE PP, 中 的 正 交 补 ， 设 


V, =V W-K). (11.3) 


引 理 15 对 任意 j EN, REV, (x k27) (O0<k<2X) WRT 
O ,的 正 交 基 . 


引 理 15 的 证 明 与 引 理 14 完 全 相同 .首先 验证 ， 函 数 
V, (k27) e 0,, 即 它们 是 Pa 中 的 函数 (这 是 显然 的 ) HAE 
们 与 PEX. 接着 要 验证 ，yW (x 一 也 力 彼此 正 交 ， 最后， 注意 
到 ，@ 的 维 数 是 2( 因 为 P KERE X, 而 P, 的 维 数 是 21, 
而 2 就 是 构成 O 的 一 个 正 交 列 的 向 量 的 数目 ， 因 此 ， 这 个 序列 
就 是 OAH. 

我 们 有 

L (M)=P, © Q,@ Ci 中 QO …， 

并 由 此 得 出 ， 函 数 15 V, (x—k2 7) (0<k<2, j € D HT 
L? (1) 的 一 组 正 交 基 . 

以 字典 方式 把 这 些 基 排 序 ， 即 把 L (D 中 的 函数 按 
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g(x)= l, g= V), =V) , 
HER) HUE), Oe), 


node ob, none TS 
的 方式 定义 序列 g(x) (m € N). 

这 样 造 出 的 序列 也 是 DWE. 但 是 它 具 有 下 述 定 理 
所 讲 的 重要 性 质 ， 我 们 先 讲 清 定理 中 的 概念 . 

it E#— Banach 空间 ， 它 的 模 记 为 上， | He, e, … 
es … 是 瓦 中 的 一 个 序列 . AMA x € E, 存在 唯一 的 系数 
Fil w, a, + a, ree 使 得 

Jim, Ix —(% e+ °° +%,e,,) | =0, 

则 这 个 序列 就 是 五 的 一 组 Schauder 基 . 因此 我 们 可 以 写成 
x= 0e + e+; 如 果 这 个 级 数 是 可 求 和 的 族 〈 即 任意 置换 其 
中 各 项 的 次 序 后 ， 仍 收敛 于 x), MER HA Schauder 基 是 无 条 件 
的 .在 本 书 中 ， 我 们 还 要 再 提 到 它 ， 并 将 给 出 它 的 等 价 定义 . 

现在 可 以 叙述 已 经 提 到 过 的 重要 结果 了 


定理 5 设 让 fs 习 是 一 个 亚 全 的 > 正则 C21) 的 多 分 
辨 率 分 析 ， 则 从 态 出 发 构造 的 周期 小 波 序列 gn (x) (m € NEZ 
la] C MA L (的 一 组 Schauder À. 同样 ， 当 0 和 K<r 时 ， 它 
是 (通常 的 ) C (MAI Schauder 基 ， 此外， 序列 9 (x) 本身 还 是 
0<x<1 时 的 Holder 空 间 C 的 无 条 件 基 ; 4 r22 时 是 Zygmund 
类 A 的 无 条 件 基 ， 是 1<p<% 时 严 空 间 的 无 条 件 基 ， 是 Hardy 
空间 H' (7) ME ASE E BMO (1) 的 无 条 件 基 等 等 . 


这 表明 ， 我 们 有 一 个 “万 能 的 等 式 ， 
SELM, Dn) gn : (11.5) 
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HA ESEL, MRAM =L C In) In 依 


二 (T) 模 收敛 于 了 .但 当 fe CC (TD, 即 f 是 周期 为 1 的 连续 函数 
时 ， 则 部 分 和 o (f ) 一 致 地 收敛 于 了 ， 在 Fourier 级 数 的 情形 ， 
是 没有 这 个 性 质 的 . Bel), WRIA RL ME 
收敛 于 f. 而 在 Fourier 级 数 的 情形 ， 还 是 没有 这 种 性 质 . 

关于 上 空间 (1<p<oco), 1E exp(2krix) (k € 如 是 这 些 空 
间 的 一 组 Schauder Æ, BIA% fE L (T) HY Fourier 级 数 的 部 分 


和 DE (k) exp Okri HR L? (D 模 收 全 到 .对 小 波 级 数 来 说 ， 因 


AY OL? (DD) 函数 的 小 波 级 数 无 条 件 地 收敛 到 ff 情形 会 好 得 多 . 

唯一 的 通常 的 消 数 空间 ， 在 其 中 Fourier 级 数 与 小 波 级 数 表 
现 俱 佳 ， 那 就 是 天 (1) 和 Sobolev 空间 . 

有 一 种 情形 ， 就 是 Wiener 代数 ， 在 其 中 Fourier 级 数 占 优 
势 ， 它 是 小 波 级 数 没 有 的 东西 . Wiener 代数 4 mÆ C (人 的 一 
个 子 代 数 ， 它 由 Fourier 级 数 是 绝对 收敛 的 函数 组 成 . 小波 基 不 
是 Wiener 代数 的 一 组 Schauder Æ. 

在 证 明定 理 5 之 前 ， 我 们 考虑 从 Littlewood 一 Paley 多 分 辨 率 
分 析 得 到 的 周期 小 波 这 一 特殊 情形 ， 容 易 证 明 ，g,, (x) 就 是 有 限 
的 三 角 和 


» ck, D exp (27ilx), 
PERS L 


M < <m 
其 中 3 L_<L, 3 


于 是 通常 Fourier 级 数 的 特征 exp (2%ix) (EZ), 在 小 波 级 
数 中 就 变 成 了 在 对 数 尺度 下 集中 了 几乎 所 有 相同 频率 的 特征 而 得 
到 的 “ 波 的 全 加 ”.。 对 此 ， 我 们 不 想 给 出 更 明确 的 数学 解释 了 . 

在 定理 5 的 结论 中 ， 某 些 是 周期 小 波 所 特有 的 ， 它 涉及 到 字 
典 排列 法 的 序 在 其 中 起 了 作用 的 一 些 性 质 ， 我 们 将 证 明 它 .但 在 


小 波 在 其 中 是 无 条 件 基 的 函数 空间 中 ， 周 期 情形 与 一 般 情 形 就 没 
有 区 别 了 .读者 可 参考 第 V 章 与 第 VI À. 

我 们 从 研究 在 整个 实 直线 上 周期 为 1 的 连续 函数 的 小 波 级 数 
开始 . 证 明 的 计划 如 下 : 为 证 明 对 任意 的 fe C (), 当 1-> o 
N, i-o, (Nl. AFF. RENSET C (站 的 一 个 笛子 空间 时 
验证 这 个 性 质 ， 并 证 明 存 在 一 个 常数 C, 使 得 对 任意 1 EN, 
lc (Ni, SCIS lo RZ. 

要 用 的 稠 子 空间 是 定义 1 中 空间 PMH. Bre p, WIRE 
>Y, RA 0, =f. 还 要 验证 一 致 控制 ， 为 此 ， 我 们 认为 /是 
周期 为 1 的 民 上 的 连续 函数 ; 先 设 1=2 . 这 时 0,(f)=E(f) ， 已 
知 算 子 E 在 L* (R) 上 是 一 至 有 界 的 . “这 是 因为 ， 在 做 了 尺度 变 
aml, Ey L A> L”( 同 是 连续 算 子 .连续 性 由 LHR 
C(1 十 |x 一 加 “控制 得 出 ， 

FRR YSI, jf, (x)=0, N=E Ntr (x)， Hr, O= 


> ( a) g (), 


BRIT LE. KRESE (rl. 我 们 有 
Irla< If le (3, lai) PAT 


4 2<I<2 hf, Æ lg. Sc”, UR 


x 


D W, (ok A 
2&<k<2*! 


XH Ir SCIS lo. 这 样 就 完全 证 明了 了 一 致 收敛 于 f. 
空间 C M (0<k<n) 的 情形 是 完全 类 似 的 ， 我 们 让 读者 去 
做 . 这 只 要 使 用 第 开 EHEM S. 
fe L' OM, HH QKL RAMS fRAERAR 
的 一 个 推论 . 事实 上 ， 重 要 的 是 要 证 明 (关于 1 一 致 的 ) 控制 
jc Och Mile, le SCi le 出 发 ， 使 用 共 恩 性 ， 就 立 
即 得 到 这 个 控制 .事实 上 


LG 一 oll, = C2, 
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lo, AN =sup {\(G, f). g) ; Igla <1} , 
E+, MER g 是 周期 为 HERAM. 然而 (o, (),g)=(, 
0 (9)) ， 然 后 用 Cll, 控制 这 个 数 积 ， 所 要 的 不 等 式 就 成 立 了 . 
A, 4 LH Radon WE, Wo, MARL (D) 函数 的 一 个 
有 界 序 列 ， 并 且 这 个 序列 依 OM (M), COD) 拓扑 收敛 于 A。 从 这 
点 出 发 ， 可 以 证 明 某 些 分 布 8$ 不 是 Radon 测度 ， 只 要 证 明 它 满 


Æ supllo, (fll = + 00 BHH. 

在 刚才 叙述 的 结果 中 ， 项 的 次 序 起 着 基本 的 作用 ， 我 们 期 待 
着 第 VI 章 中 的 讨论 ， 从 那里 可 知 ， 空 间 C (TD 与 (WD) 没有 无 条 
件 基 ， 因 此 不 能 希望 ， 打 乱 项 的 次 序 后 ， 级 数 (115) 仍然 收 


空间 L? 0) (1<p<%) 的 情形 则 完全 不 同 . 这 里 有 一 个 比 定 


M 5 更 精确 的 叙述 ， 而 它 的 证 明 将 在 第 WI 章 给 出 ， 级 数学 % ge 


LD (<p<%m) ， 当 且 仅 当 © RP gr ( 用 E L? T). 这 个 条 件 


仅仅 是 对 % 的 模 lo 提出 来 的 ， 它 在 下 述 意 义 上 是 单调 的 ， 即 一 
且 它 被 一 个 序列 % 所 满足 ， 则 只 要 对 一 切 k, Pasa, ÆA B, 
也 自动 地 满足 这 个 条 件 . 

对 Hilder 空间 C5 同样 有 一 个 重要 的 明显 的 刻 刘 . BLY, 
gp) 定义 了 一 个 指数 s>0 的 Hôlder BM, 当 且 仅 当 x = O(K- +). 
此 外 ， 我 们 必须 假设 0<s<r; 而 当 s=1 时， 必须 用 Zygmund 类 
代替 C， 用 Zygmund 类 中 的 函数 的 周期 为 1 的 原 函 数 代替 C 等 
等 .这 个 Holder 函数 的 刻 划 可 直接 由 第 10 节 的 结果 得 到 ， 在 


Fourier 级 数 的 情形 ， 没 有 它 的 类 似 结果 ， 除 非 是 缺 项 级 数 ， 其 
局 部 的 和 整体 的 性 质 可 由 系数 大 小 的 阶 直接 测定 . 
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我 们 还 要 更 深入 地 比较 小 波 级 数 与 缺 项 的 Fourier RR, 48 
事先 要 说 些 离 题 的 话 . 

F. Riesz 一 般 化 了 Weierstrass 的 构造 连续 但 无 处 可 导 函 数 的 
方法 ， 他 证 明了 : 若 4>0, g>1, 4 过 ggK ke N， 则 所 有 满足 


Dco, E xi 不 趋 于 零 的 级 数 cos A, x, MENT HERE 
实 轴 上 连续 但 无 处 可 导 的 函数 . 

为 此 ，F. Riesz 考虑 一 个 图 数 ye L' (R), EH Fourier Æ 
次 ， 比 如 说 ， 是 C" 中 的 ， 在 1 处 等 于 1， 在 | 工 ,9 | 之 外 等 于 
零 ， 显 然 ，W(x) 是 连续 的 ， 在 无 穷 远 处 是 O(x|-9. 

BBA BCS (=D, eos À, x 在 x TR, RM, F. Riesz 


就 用 两 种 不 同 的 方法 计算 了 积分 | fw Cx x) dx. 


AN. AS Cf Gif! G-x)=0 (x 一 x0 去 代替 了 (x) , 并 
不 改变 . 如 果 f (x) 在 x。 处 可 导 ， 那 么 在 这 种 情形 就 有 L=O( -9. 
然而 由 直接 计算 得 出 = LATP, dE x, kb OT SF SPT RE 
nA — 0. 

小 波 技术 在 这 个 证 明 中 已 经 以 萌芽 状态 存在 ， 函 数 ATVGA, 
(x 一 x0)) 很 像 我 们 的 小 波 ; 至 少 它 有 类 似 的 正则 性 、 局 部 性 及 相 
消 性 这 些 性 质 . 

F. Riesz 的 这 个 著名 的 证 明显 然 不 适用 于 一 般 的 非 缺 项 的 
Fourier 级 数 ， 因 此 它 让 位 于 小 波 级 数 .， 我 们 就 来 证 明 它 . 


我 们 总 是 限于 在 周期 小 波 级 数 o g, GO 的 范围 内 讨论 


ie m=2+k (j € N, OSk <2) (Ë m#0). 用 了 表示 区 间 [K2 i (k+ 
12, m qa, 是 与 上 有 相同 中 心 ， 但 长 度 为 q2 WEKA. 
我 们 有 
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命题 5 BERK La, jg (x) 的 和 函数 f(x) 在 整个 实 直 
线 上 连续 并 且 在 x 处 可 导 ， 则 对 任意 g>1 固定 ， 只 要 整数 序列 
m 赵 于 无 穷 ， 并 且 区 间 91 包含 着 x， 便 有 w =O m$). 


由 a= | FO (x) dx， 就 立即 证 明了 它 ， 因 为 我 们 可 以 逐 


字 逐 句 地 重复 F, Riesz 的 推理 . 


推论 1 Rim 是 实 的 或 复 的 序列 ， 满 足 Cm? <s 
Cm” (C,2C,>0, m= 1 任意 ), NEA To, 9, (x) BARF 
Zygmund 类 A, (特别 地 ， 属 于 所 有 0<%<1 的 Holder 空间 C*), 
但 无 处 可 导 ， 


我 们 将 验证 历史 上 的 Weierstrass 级 数 (或 有 关 的 级 数 ) 是 作 
为 推论 1 的 一 般 结 论 的 特殊 情形 而 出 现 的 . | 

为 此 ， 考 虑 由 Littlewood — Paley 多 分 辨 率 分 析 得 到 的 特殊 小 
波 ， 在 第 2 节 里 已 讲 过 它 . 


由 直接 计算 知 W(x 一 局 = 一 V3 cos 2x. 
现在 考虑 周期 小 波 级 数 f =D LAG, kW, (x—k2~). 假设 


alj, =A) 5 KER, Mf O=- E2" af) cos 2m2x， HE 


我 们 又 回 到 了 缺 项 的 Fourier 级 数 . 
表现 很 特殊 的 缺 项 Fourier 级 数 ， 在 小 波 理论 中 就 是 小 波 系 
数 的 模 规则 地 趋 于 零 的 那 类 小 波 级 数 . 
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下 面 考虑 TaKagih a JE HRK (02263), {EAC C RY jE 
X. 出 发 点 是 民 上 一 个 周期 为 1 的 连续 函数 A(x) ， 它 的 定义 


是 : 当 0<x< + Bt, A(x)=2x; 4 <x<1 if, AG)=2—2x. 
这 样 ，TaKagi 函数 就 是 

To= 2 AR 1») 
ERATZERA. EXE, SRR EAHA AG, y= 
ez aa BES »=(ž +>, 2 +4 se x. 
- 个 仿 射 变换 . 从 点 (0, 0) 出 发 ， 让.“ 单项 式 ”A™B"…A4"B" 作 


用 到 该 点 ， 其 中 ms N, n €N, 1<j<q.， 则 所 得 集合 的 闭 包 是 
Ttx) 在 0, D 上 的 图 形 TO. 


下 面 从 图 1 所 示 的 分 眉 线 性 小 波 VCD 出 发, 得 到 SWB) 
=J3 (I-27), ， 这 样 Tak agi 函数 就 写成 
-11 vy 
To= = NE 22,2 W(2'x —k). 


Takagi 软 数 无 处 可 导 ， 从 命题 5 就 可 看 到 这 点 ， 事 实 上 ， 


+ + OD 


W(x) a= | x (x) dx = 0. Takagi 消 数 属于 a<1 时 的 Holder 


一 oO -00 


HSE C， 但 它 不 属于 Zygmund 类 . 注意 到 T(+2 2j274 
这 就 不 能 有 ITC + T(—-27)—-2T(0N< C2, 也 就 说 明了 它 不 属 
于 Zygmund 类 ， 可 见 当 x=r 时 (7 是 多 分 辨 率 分 析 的 正则 性 指 
标 )， 定 理 5 就 不 精确 了 . 

由 命题 5 的 推论 1 还 直接 有 以 下 结果 . 


推论 2 在 Zygmund 类 中 存在 着 由 无 处 可 微 函 数 构成 的 笛 
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密 开 集 . 


事实 上 ， 用 Q GE> 0) 表示 由 满足 [2m 2 (vm>1) Ra = 


Om? ) 的 函数 foo= 2.% g(x) 组 成 的 集合 .推论 LE, SC 


E A.， 并 且 它 无 处 可 微 . 集合 @ (> 人 的 儒 纪 是 A, 的 一 个 开 
R. EXE, EJER, lj 一 gl 和 5( 这 里 用 人 .的 模 ) 则 e, — ps 


Com? (E, 是 g 的 小 波 系数 ). 让 5>0 充分 小 ， 使 得 C5<e/2， 就 


Fig E Rya 
最 后 ， 这 个 开 集 在 人 , 中 稠密 ， 事 实 上 , OLY 9. D 


e A,， 则 对 任意 m MET RRC Æ PISF. HEE 
e>0, RINK AM, HEM KER: 当 pze? W, iky, 不 


变 ; Mpi<em ? 时 ， 用 em RE RABAT. 定义 


RE h(x)=d7, ga, RE h e, lh-hl<C, Mit Q, 的 并 
在 人 .中 稠密 . 

我 们 继续 用 一 个 特殊 情形 为 例 ， 来 进行 小 波 级 数 与 Fourier 
级 数 的 比较 . 

W O<a<1, SHAR bin Nx|“， 它 的 周期 是 1， 它 的 Fourier 
系数 c(k) 有 渐 近 展开 clk) =7(O)|K + Ok) (读者 可 以 在 
(2393 BV 章 中 找到 它 ). 常数 Xo) 不 为 零 ， 因 而 函数 sin nx" 
在 0 点 的 奇 性 影响 它 的 所 有 的 Fourier 系数 . 但 是 除了 那些 使 表 
征 小 波 局 部 化 的 区 间 太 接 近 奇 点 的 小 波 系 数 外 ， 这 个 函数 的 
其 它 小 波 系 数 似乎 是 不 受 bin nx" 的 奇 性 的 任何 影响 ， 换 言 
Z, À 2 和 Pi<2 1=inf (—-Z+tm, 2 一 m))， 则 对 所 有 整数 
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NÈ], 有 amS? A+, 这 里 周期 小 波 9, (x) 是 从 
Littlewood — Paley 多 分 辩 率 分 析 得 来 的 . 例如 当 a= > 时 ， 图 4 
给 出 了 小 波 系 数 模 的 大 小 的 阶 . 


可 见 ， 函 数 in zx|“ 的 小 波 级 数 是 一 个 “成 润 ” 的 级 数 . 
RCRA, BE “BOTA MERK Dajan), 


其 中 g (x) 是 周期 小 波 . BW aG=OW 2), WAR) wR 


数 的 和 了 (x) 是 周期 为 1 HRK, PRT HAO, +1, +2, = 外 ， 
是 无 穷 次 可 微 的 . 它 的 奇 性 与 sin tx" BARRY. 换 句 话 
说 ， 我 们 有 
f @)=O(sin MP), f )=Olsin zx’), . 
反之 , “ 满 的 ”小 波 级 数 与 缺 项 Fourier 级 数 有 关 . 让 我 们 系 


统 地 考虑 系数 的 模 | 下降 的 周期 小 波 级 数 太 CO= D 0,909. 这 
时 ， 我 们 有 以 下 重要 的 定理 . 


定理 6 设 |%| 是 下 降 的 . E [P= 0, 则 Degn) 永远 
不 是 有 界 Radon 测度 的 小 波 级 数 ， 这些 级 数 定 义 了 所 有 的 真正 
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x 


的 分 布 . 反之 ， 若 lx?<oco, 刚 小 波 级 数 属于 所 有 的 L (D), 


0 


甚至 属于 BMO. 


在 第 V 章 我 们 将 讨论 Johrn - Nirenberg 的 BMO 空间 .我们 
指出 : a p2q, HL 0 >? LO, AR BMO 包含 在 三 有 
Woe. 

在 下 面 两 种 情形 里 ， 我 们 见 到 了 定理 6 所 述 的 二 上 野性 ， 


3 - x i" ' ” AT rt 
设 f= 2,(%, cos Ath sin 《x) 是 一 个 Hadamard 意义 下 


的 缺 项 Fourier 级 数 (BE 4>0, HET gol. 4, qu 4 
Dial + bP) <0, MSROETL'ÈEERTBMO#}) dap +ib D=o 
财 三 Co 一定 是 一 个 真正 的 分 布 (Go 不 是 一 个 Radon 测度 ). 
在 各 机 Fourier RNA (1149). PAIE 0- 1 法则 ， 它 完全 
类 似 地 几乎 达到 了 “端点 ”空间 ， 即 BMG 空间 ， 但 没有 达到 . 
然而 ， 若 + 是 独立 的 等 分 布 的 Bernoulli 变量 , 当 V (a+b. 


=0 时 ， 变 号 级 数 (©, x)=) (Ha, cos kxth, sin kx). 几乎 一 
G 


定好 定义 了 一 个 真正 的 分 布 〈 它 不 是 一 个 Radon 测度 ); 反之 ， 
4 (afl +P wat, f @, 对 属于 所 有 的 LS ial, 

先 设 > lx 中 < coco， 来 证 (x) € BMO， 这 里 我 们 将 随意 使 用 
第 V 章 定理 4 给 出 的 BMO 刻 划 CEM ES SNA). 

为 此 ， 设 m=2+k (0 和 < 入 ， 我 们 又 同 到 了 二 进 写 法 . 这 
时 ， g, Q =Y, G-27%k) MB a =c O, ki, IG, ky = [27k, 
27(k+1)). RR, “Carlson 条 件 ” 是 : 存在 常数 C， 使 得 对 任意 
HR 1 © [0,1), £ 

2 lG, OPSE. (11.6) 


IG Ð CI 
为 了 验证 满足 这 个 条 件 ， 我 们 看 到 ， 从 |%| 的 下 降 性 质 可 以 
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得 到 |e, k) <icG, OW =, ( 0Sk<2). JE, DE Da P<0 写 
R 2 2 ?< 0, 

Æ (11.6) PAL jQ’S|IN A. RA, 其 中 大 出 现 的 次 数 
恰恰 是 2 上 加， 因此 要 计算 的 部 分 和 就 被 2 由 所 控制 ， 再 对 了 求 
和 ， 就 得 到 了 (11.6). 


现在 设 ef= 0. 考虑 部 分 和 下 Q= +g x) 为 


了 证 明 f 不 是 一 个 有 界 的 Radon 测度 ， 只 需 使 用 定理 5， 证 明 
IL 趋 于 无 穷 . 实际 上 可 以 做 得 更 好 ， 我 们 将 证 明 存在 常数 c>0, 
使 得 


C È kj <! fl. (11.7) 
我 们 用 定理 6 第 一 部 分 的 证 明 方 法 来 证 明 (117). 事实 上 


fl S Cl Aleno S cS mr) 
但 由 Hilder 不 等 式 
near md} a) | 


这 就 证 完了 . 
正如 在 本 节 开 始 所 述 ， 构 造 周期 小 波 的 方法 很 容易 推广 到 

ERE. 为 了 不 使 读者 被 令 人 姑 惧 的 标 杂 记号 弄 糊 涂 ， 我 们 仅 限 
于 讨论 2 维 情形 ， 使 用 (112) 和 (113) 所 定义 的 实 单 变量 函 
Be Sy, 用 它们 以 如 下 方式 定义 二 维 小 波 函 数 gr (x, y) k € N), 
它们 对 x, 对 y 的 周期 都 是 1: go @ yl, gi(x, Y= = Ho) Pol) 
(事实 上 wo W=1) 

gx, y)= PWO), gx, y)= V(x (y) 下 面 

gAx, y= YO), rene 
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CES yu (x- + M 5 ， 再 下 面 
gid(x， y)=Ÿ,(x)?.») H2 


ga(x， y=¥{x- 2 yo- = a 


我 们 已 经 看 到 ， 这 个 序列 可 以 分 段 ， 并 且 满 足 4<k<47! 的 
gi X, 就 构成 了 PP 的 Pe Pa © Pi 的 正 交 补 空间 的 正 交 
基 . 


12， 注 释 与 述评 


正如 我 们 在 引言 中 已 经 指出 的 ， 第 一 个 小 波 正 交 基 是 J.O. 
Stromberg 在 (223) 中 构造 的 . 下面 介绍 他 的 作法 . 设 V G Ez 
是 由 r21 阶 样 条 构成 的 上 (B® 的 多 分 辨 率 分 析 ， 为 构造 一 个 W, 
中 的 函数 区 以 使 得 Wak) (k Ee DÆ W, PHE, J.O. 


Stromberg 引入 了 V,5 信之 间 的 一 个 中 间 空 间 ， 记 为 Vi. ER À 


fe V1! ， 当 且 仅 当 /€ WV， 并 且 当 /限制 在 [0, ©) 时 与 一 个 所 


中 的 函数 在 [ 0, ©) 的 限制 相同 (换言之 ，f 的 + 阶 导数 的 不 连 
续 点 ， 或 是 正 整数 、 零 ， 或 是 负 半 整数 与 负 整 数 )， 用 TY (x)= 了 (x 


-也 表示 平移 INET TEL A> LR, My: € T2), 
TL) E AAR TARA, EMERE V PA, EN 
的 交 就 是 M. Bla, Vi 在 了 (Vi) 中 的 余 维 数 是 1 FXE, 
a 


T (V4) 上 定义 的 线性 形式 4 的 核 . 
然后 ，Stromberg 考虑 了 T (Vi) 的 函数 y， 用 IYI, 使 它 单 


位 化 后 ， 在 参考 空间 LR) 的 Hilbert 结构 意义 下 ， 它 与 Vi E 


XC. 除了 乘 一 个 模 为 1 的 常数 外 ， 这 个 函数 是 唯一 的 ， 显 然 ， 
Y(x-k) (k E ZJ Æ VE VEZ 的 一 组 正 交 基 . 事实 


E, WA T (V1) 在 T*! (VL) PREZI R 的 正 交 直 和 .我 


们 有 R,=T'{R,). | 

还 要 计算 VY. 我 们 不 用 Strömberg 的 方法 ， 只 是 指出 ， 从 本 
BPA RMB, Ik Awe” BRE V, 使 得 
P{x-k) (k € OMA V, W—-AlIER HA, RRR Y T. 
两 个 选择 om 和 p 总 是 由 ®, (=X (©) O, (6) 相 联系 的 , 其 中 x(6) 
是 一 个 以 2z 为 周期 、 模 为 1 的 实 解析 函数 CBO, 0, 是 指数 下 
降 的 话 )， 还 要 要 求 9 支 在 (一 0, 0] 上 ; 这 样 ， 相 差 一 个 模 为 1 
的 常数 外 o 是 唯一 的 ， 在 “正确 地 选择 ”了 9 之 后 ， 用 800 
=m, (©) 9 (6) 定 义 一 个 以 27 为 周期 的 实 解析 函数 m (6), RE 
用 m Q)=e*m, CF EX m (©), RAA C29=m © AO 
定义 V. SER, VE Strömberg 的 小 波 (至 多 相差 一 个 模 为 1 
的 常数 )， 由 此 得 出 ， 由 在 无 穷 远 处 是 负 指 数 阶 的 ， 这 个 指数 衰 


减 同 我 们 在 本 章 详细 介绍 过 的 (RF >) 对 称 的 小 波 的 指数 下 
降 相 同 . l 

Stromberg 的 发 现 没 有 得 到 大 众 对 它 应 有 的 了 解 . Stromberg 
的 小 波 已 直接 被 G. Battle 和 P. Federbush 用 在 量子 场 论 的 重 正 


则 化 的 工作 中 了 (C8), C9), (C10)). 
第 二 个 小 波 正 交 基 是 在 1985 年 夏 偶然 地 被 发 现 的 . 那 时 作 
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者 想 证 明 ， 不 存在 一 个 Schwatrz KH BE Ÿ € 7A, PARAM 
27 V2x-hGEez ke DARL (R} 的 正 交 基 ， 由 于 计算 的 效 


力 和 奇特 的 处 理 方式 ，Littlewood 一 Paley HEET. 这 与 我 们 
初始 的 观点 是 不 一 样 的 . 

相应 的 高 维 小 波 的 计算 是 与 P. G. Lamarie 合作 完成 的 . 

由 于 与 S. Malat 合作 ， 不 久 以 后 ， 出 现 了 r 正 则 多 分 辨 率 
分 析 的 概念 。 所 有 这 些 奇 迹 般 出 现 的 东西 在 我 们 已 经 给 出 的 计算 
中 已 变 成 既 简 单 又 自然 . 

这 里 ， 我 们 回忆 一 下 著名 的 Calderon SX (C35))， 它 是 小 
波 级 数 展开 的 连续 形式 . Ve L (R') 是 一 个 积分 为 零 的 函 


数 ， me | per € =1 (AO). i V=- x), Y=t (xp, 


DE RHE Y =t" Ÿ (x/2). 
这 样 ， 对 所 有 的 fe LR, A 


s-| fr, €. (12.1) 


为 说 明 它 ， 只 要 在 等 式 两 边 作 Fourier FRAT ST. ANA 
平 几 的 式 子 


f ©= | f OW GE 


从 对 几 的 假设 ， 就 得 到 了 结论 . 
A. Grossmann 和 J. Moret 对 Calderon 等 式 作 了 以 下 重要 的 


BR. HAVE, HV, aaa tu x= Jai 其 中 


a 
a>0, DE RS b 是 小 波 的 中 心 而 a 是 小 波 的 宽度 . 
FEKE, fe  (R) 的 “小 波 变 换 ” 是 用 F (a b)= 
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EVER EAU RÉ. — E RABE a RA, 
由 等 式 


{@= | | F (a, bya n (x) db an (12.2) 
UP PASE BARE KM f. 


一 切 说 明 Va p GF RAN ALT MER ETT A th iH 
， 它 们 就 好 象 是 /的 坐标 ; 在 恢复 f 时 ， 使 用 这 些 坐 标 当 系 


& 1 


污 者 也 许 会 认为 ，(12.2) 只 不 过 是 (12.1) HAXER, X 
什么 意思 .然而 实际 上 ， 几 何 的 语言 却 更 富有 想象 力 。 

最 后 ， 我 们 想 用 图 SH “Whitney 544” RH et MMA 
一 个 离散 形式 代替 (12.2)， 并 由 此 进入 下 一 章 . 


我 们 粗略 地 用 2 二 代替 a, A k KE 本 代替 b， 然 后 用 
Whitney 方 体 的 体积 ， 即 2” (EMR a’) (RE dadb. 这样， 
(122) 就 变 成 


SOELA G, k) 2x) (12.3) 


BR, (12.3) 只 不 过 是 一 个 近似 . DORRIT ERS EH 
I. Daubechies 给 出 的 〈 这 种 逼近 ， 在 迭代 后 可 以 写成 一 个 精确 的 
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公式 )， 这 是 下 章 的 内 容 . 
我 们 不 想 不 谈 到 小 波 对 场 论 中 重 正则 化 计算 的 应 用 就 结束 本 
章 ， 所 提 的 问题 归结 为 对 有 2, 3 或 4 个 实 变量 的 函数 空间 定义 
一 个 特殊 的 路 径 积分 ， 我 们 将 按照 P. Federbush 的 方法 并 仅 限于 
二 维 情形 . 
下 面 解释 怎样 计算 形式 的 积分 


1O=| p O ew do, 
其 中 Q 是 定义 在 民 上 的 实 值 函 数 的 向 量 空间 (事实 上 ， 不 幸 这 
是 分 布 )， 而 S@= = IVol2+ A lel2+Aols, M>0 是 质 


M’ 


量 ，4>0 是 个 小 参数 ， 设 8 = Vol+ = loli R S, (9) 


lol IRR “ 非 线性 相互 作用 ”. 
首先 应 天 清楚 ， 测 度 dp 是 什么 ， 我们 要 这 样 选择 它 ， 让 它 
对 4=0 是 适合 的 ， 在 这 种 情形 再 模仿 Wiener 积分 的 定义 . 
为 此 ， 我 们 想 做 一 个 “变量 替换 ", 把 p 变 成 一 个 序列 a=, 
ss. ALE a = — l 
4 0) ,把 dp 变 成 正规 的 Gauss 测度 [TH ,其 中 du 
etida. 我们 要 求 替 换 是 线性 的 并 且 是 1 一 1 对 应 . 这 就 意味 着 


9 一 oa 十 … 十 2 十 并 且 这 个 级 数 展开 式 使 得 测度 exp( 二 . 


|Vell3— w loli Jus 变 成 [x HE IVol+MAloli= (M 


— Ajp, P=}. HEZ, HA / —-A+M um LAR) 


一 组 正 交 基 . B. Bettle 和 P. Federbush 认为 J —A+ Af wu 就 是 
小 波 正 交 基 .事实 上 ， 这 些 作者 仪 考虑 了 边 长 <1 的 二 进 方 体 . 
即 他 们 使 用 了 由 px (A es Z) 和 小 波山 (A € A, j20) 构成 的 


— 168 — 


EX. 45 Battle 和 Federbush 所 用 的 记号 一 致 ， 我 们 记 这 些 
EXE Y, kz>0)， 便 得 到 了 重要 的 等 式 pR=(—-A+M 7. 


TA 


RRA, Ox) 表示 成 为 系数 是 具有 同样 分 布 的 ， 中 心 的 、 独 
立 的 Gauss 变量 随机 级 数 ， 我 们 将 发 现 ，“ 积 分 变量 ”构成 了 所 
有 Brown 运动 轨迹 的 集合 的 Wiener 积分 是 这 种 情形 的 类 似 ， 

事实 上 ，Brown 运动 的 一 个 表示 恰恰 由 计算 随机 级 数 》 ow (1) 
的 原 函 数 得 到 的 ， 其 中 几 (现在 是 一 维 小 波 ， 而 % 的 意义 如 
上 . 

再 来 计算 积分 


Ip, À)= | peje dp= | pp} ies do. 
ü n 


我 们 应 弄 清 M9?) 的 意义 .事实 上 ， 它 与 通常 的 有 限 个 变量 % 
的 多 项 式 有 关 . 即 这 个 积分 表现 为 概率 测度 (该 测度 当 4>0 的 
存在 性 就 是 场 论 所 提出 的 问题 ) M. 

因此 ， 借 助 将 在 第 VI 章 中 讲述 的 用 小 波 级 数 系数 大 小 的 阶 
对 经 典 别 数 空间 的 刻 划 ， 我 们 想 知 道 ， 已 知 参考 测度 是 概率 测度 
es dq tt, lol ERILE- EEA RK. 这 又 要 知道 , Da (x) 
是 否 几 乎 一 定 是 属于 (分 布 的 ) 空间 Wo HXÆX, woh 


是 由 分 布 S GA fet ooh 组 成 的 ,其 中 LL 和 下 都 属 干 LP). 


应 用 在 第 YW 章 将 被 证 明 的 判别 法 ( 它 仅仅 对 小 波 系 数 的 
模 提 出 条 件 )， 可 以 验证 lo 几乎 一 定 是 无 穷 ! HA Ip, ARE 
现 为 -- 个 收 伍 到 0 的 无 穷 乘 积 ， 为 了 重新 使 它 有 意义 ， 应 该 重 正 
规 化 . 符合 这 种 精神 的 第 一 个 想法 是 积分 的 收敛 方式 不 过 多 地 依 
赖 于 多 项 式 p 的 选择 这样， 商 I(p, Din, 必 就 有 更 多 的 机 会 
收敛 ， 其 中 pi,p, 是 多 项 式 ， 从 这 个 观点 就 可 在 作 无 穷 乘 积 时 取 


— 169 — 


极限 .而 在 作 无 穷 乘 积 时 ， 限 制 % 的 指标 上 在 一 个 有 限 集 合 4 
中 ， 这 些 AMEN. 在 SO) 与 SpO) 中 ， 用 0 代替 天生 4 的 变 
ma. 这样 ， 积 分 就 是 对 有 限 个 实 变 量 进行 的 ， 显 然 ， 第 一 个 重 
正规 化 在 于 寻找 当 NN 的 有 限 子 集 4 构成 一 个 上 升 到 N 的 序列 
时 ， 商 Ep, AP, A WRR. 

但 这 还 不 够 ， 最 好 再 做 第 二 个 重 正规 化 ， 并 和 且 把 它 与 第 一 个 
同时 做 (在 Federbush 的 教科 书 中 ， 第 一 个 重 正规 化 称 为 截 
断 )， 第 二 个 重 正规 化 是 要 用 上 共有 更 多 振动 的 代数 表达 式 代替 多 
项 式 ， 以 均衡 引起 收敛 到 0 的 ipl 这 项 . 建议 读者 参考 [107) 
及 本 书 末 尾 的 其 它 参 考 文献 . 
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PIVE ARK 


在 正 交 小 波 基 存在 以 前 ，J Moret (O. R. I. C. Elf Aquitaine 
的 地 质 物理 工程 师 ) 在 探测 石油 时 ， 对 地 震 信 号 的 处 理 中 就 使 用 
TMĚ. 

后 来 ，J. Morlet 所 使 用 的 方法 被 I Daubechies 从 数学 上 证 实 

(C87)) .本章 讲 述 J Moret ERA EH LUSCH . 

与 正 交 小 波 不 同 ， 世 收敛 性 并 不 蕴含 可 以 把 “Morlet 小 波 ” 
用 到 除 参 考 空间 LX 民 ) 外 的 其 它 浮 数 空间 去 、 

事实 上 ， 从 Tchamitchian 博士 以 及 以 后 P. G. Lamarié 的 工 
作 可 以 得 到 以 下 结果 : 对 所 有 P>2, HEIR FT Schwartz 类 的 实 
变量 的 函数 OX), CMAN RRS, HARA PASS LE 
KAP JA A9 PE TX : 

(a) 函数 270 (x-k) (eZ, keZ) 的 集合 是 (RR) 的 一 组 
Riesz € . 
(b) STÉÈSÆ LR) 中 不 是 完全 的 . 

后 者 不 是 由 于 LR) (2<P<%) 空间 特有 的 病态 , MHL R 
空间 也 没有 什么 病态 . 当 试 图 用 非 正 交 小 波 去 分 析 Hider 空间 
C” 时 ， 也 有 不 完全 性 . 事实 上 ， 有 类 似 的 命题 成 立 ， 即 对 任意 
m 之 1， 与 任意 060, m), FER Pp RAM 9 与 v, 它们 是 C* 类 
的 , 有 紧 支 集 ， 并 且 使 函数 p(x 一 k) 人 ez) 与 27 W(2’x—k)( JEN, 
keZ) 的 集合 是 UR) 的 一 组 Riesz #, HERA ESE C HA 
弱 拓 扑 ， 以 此 拓扑 试验 图 数 在 CRI) 中 不 是 完全 的 . 

同样 ， 上述 集合 在 连续 果 数 空间 中 FATT E E E- gue 
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KAMIN 也 是 不 完全 的 . 
在 除 瑟 以 外 的 其 它 函 数 空间 使 用 “ 斜 交 小 波 ” 还 是 个 难 
题 . 我 们 现在 也 不 知 怎么 解决 它 . 


2， 和 斜 结构 (EX “HERR” ) 


& Hit—~ Hilbert 空间 ， 它 的 内 积 记 为 《。，。， >. R 
们 用 A 表示 一 个 离散 集合 ， 用 PO 表示 平方 可 和 族 xx AeA) 
构成 的 空间 . 用 & CEA) RAR P(A) 的 典范 基 ， 即 & AQ=0(4'4 À) 
及 e()=1(4 =A). 

Hilbert 空间 的 指标 集 为 A 的 一 族 向 量 eGA 称 为 一 个 “ 框 
an” (法 语 中 称 为 斜 结 构 ) MRA T(e) =e,(AeA) E 8, 的 有 限 线 
性 组 合 上 定义 的 算 子 工 可 以 延 拓 成 从 PN 到 五 的 线性 连续 算 
子 ， 并 且 被 延 拓 的 算 子 了 是 满 的 . 

这 表明 ， 存 在 一 个 常数 C!， 使 得 


| Mae, <C (x a, 站 (2.1) 
这 时 ， 也 存在 一 个 常数 C (由 Banach 定理 )， 使 得 对 任意 xH, 
可 以 找到 一 列 Bel? (A), À 
1/2 
x=} Be, 及 (5 B, e) <C | x |l (2.2) 


成 立 . 

因此 有 THAT T*: H> PA, T* 是 连续 的 ， 并 且 
| rex | > C' x OSH). 从 对 这 两 个 性 质 的 解释 知 ， 
”存在 两 个 常数 c,2c,>0, 


ip 
cixil s ( 》 | <x eu》 z) Sc, x (23) 
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而 (2.3) 是 在 实际 中 更 常用 的 定义 . 
用 


L=) Cx, &) & (2.4) 
定义 一 个 新 的 线性 连续 算 子 了 : H>H. PERS (2.3), W 


(2.3) 就 恰好 表示 : ZARB FORME Pm 
Ci<L<c,. (2.5) 
可 以 用 同一 常数 0 >0 去 乘 每 个 e ， 这 样 在 (2.5) 中 我 们 可 以 
假设 C2<2. 
存在 两 个 常数 G, ©, 181 0<c,.<c<2, HH (25) R. 
这 等 价 于 存在 常数 *<1， 使 得 
J i-Li <r. | (2.6) 


这 就 是 这 些 工 程 师 们 赋予 2.0 的 意义 . 

我 们 把 族 eed) 当做 它们 仿佛 是 正 交 基 ， 则 可 以 把 x 写 成 
x=) x a) gtx, HP x 是 小 误差 . 这 件 事 没 有 大 错 ， 事实 
E, i xd si-i xl 因此 我 们 可 以 重复 使 用 这 种 算法 直至 
成 功 


x=), CX, e, etx 
AeA 


i RO ms 


Ce M Om + 


LR, Alay <r'lxl. 把 这 些 等 式 全 加 起 来 ， 就 得 
到 一 个 真正 的 分 解 


x=), Cy, AP A, (2.7) 


其 中 ，y 可 以 从 x 出 发 真正 地 算出 来 . t L-IR, RA 
=(—R)‘x, 于 是 y=L x). 
只 要 假设 每 个 向 量 xEH， 就 可 以 以 坚实 稳妥 的 方式 (在 
(2.1) 及 (2.2) 的 意义 上 )， 把 它 写成 eed) 的 线性 组 合 的 形 
R. 最 终 ， 我 们 有 了 一 种 简单 有 效 的 方法 ， 用 它 可 以 作出 一 个 通 
用 的 分 解 . 
斜 结构 (或 “框架 ") 的 一 个 特别 重要 的 情形 是 由 Riesz 基 提 
供 的 . 这 时 除了 (21) 和 (22) ds, BH 2) 的 反 向 不 等 
式 ， 即 对 某 个 常数 5>0， 有 


| Dae, | > 6 (= a, |? ye, (2.8) 
MES, BET: P(A) 一 HERB Hilbert 空间 的 同 构 . 
3. I. Daubechies 准则 


设 YeL(R ) 是 一 个 积分 值 为 零 的 函数 ， 我 们 把 它 与 由 下 式 
定义 的 一 列 BK) (KEZ) 联系 起 来 : 


B(K)= sup NLE l YET) L (3.1) 
ISIÉ|<2 °° 
义 设 sup VV) <C<o. 
IS č s2 
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oO 


r= inf | WO PL. (3.2) 
Isi |< 2 7 


定理 1 使 用 上 述 符 号 及 假设 ， 此 外 还 设 
> 2) J ROB | (3.3) 
则 27 W(2’x—k) (HZ, REZ) 的 集合 是 ER ) 的 一 个 斜 结 构 (或 
YER”). 


为 证 明 它 ， 使 用 准则 (2.3). 这 又 导致 估计 下 面 的 和 S(f ). 
SP) SELI EMIT, (3.4) 


其 中 
Y (= 2! Wx- k). 


小 


由 Parseval 公式 知 
(fv. = = al OW expla Kae. 


4 j 固 定时 ， 我 们 用 下 面 的 引 理 来 计算 | CL V1. 


引 理 1 BOELE, 对 任意 5>0， 构 造 周期 为 2x6-! 的 
PR 3A GO=Y (+275, Wa 


xD: 


% 2 2x 8! 
2 | g@)exp(kôr)dt| = ZI | | GD |? dt. 
气 | | 
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LPR, TEAM À HR G 的 Plancher! 


AR. _ 
在 我 们 的 情形 ,5=2-，g(e)= 太 VC- 6， 因此 G(O= 


Yi (ERP EX 271). 最 后 ， 


On 


a 2: 
s()= p >| | G() Pae. (3.5) 


用 二 重 不 等 式 展开 |G,(% 汗 ， 
Dlal -2 lal Izal S| La l <9) a P+23 > lz lal: 


对 。 积分 后 得 
Sof )— 2S, QSSQ)SS(f)+25,(f). (3.6) 


证 明 的 步骤 主要 在 于 验证 
ri 8 有 入 SP 和 CA (3.7) 

及 g9 
S(O SE VBB Rk) ASI . (3.8) 


容易 估计 主 项 Sf). 首先 注意 到 : 区 间 2712, 2x (1+1)2/) 
构成 了 民 的 一 个 分 解 . 先 对 IEZ 来 简化 ， 得 So(f)= 
1 ff .~ o  、 
py | f(s ) 2 IC2 ebp2aec. 使 用 关于 由 的 假设 ， 就 
得 到 (3.7). 


再 考虑 sf LE LIG l, m), #4 


l< 
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IG, l, m= | | f(E +2 DIÉ E+ 22d f(E+272m) 
| (2E + 2am) 1 dË. 
简化 S OANE — i E m=l+kk21), Raw 
t= 十 2X2i1 ， 两 个 变量 IEeZ RÉECO, 272) 就 被 LER 及 kI 
所 代替. 
我 们 得 到 
Si( 门 = + > | ROMOLO 


其 中 
HOLD] fa +272k) C0 4 22k), 


因此 ， 使 用 Fo 的 定义 和 Cauchy —Schwartz 不 等 式 ， 就 得 到 


a) < JFG) (È GC HIÉE +278) fat zakan) 


| of Oa i Alice = ARCAN 


这 又 导致 估计 


oO 


.| [WN + 27k)| f+)? dt. 


为 此 ， 作 变量 替换 s=1+2kn2), R 
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rom W(2 Is) W215 27k) ROUE 


<B(—k)1 fl2=278(—k)1 fl. 


由 此 得 出 
Si(S)<2LV BBC) If l?, 
这 就 蕴含 着 定理 1. 
有 了 这 个 准则 , I. Daubechies 用 一 台 微机 , 从 小 波 VO 


nt (1—x2) e -于 出发， 这 是 Gauss 分 布 oT 的 二 阶 导数 ， 规 
范 化 使 得 lp.=1 证 明了 27 V@x—k) (jez, keZ ) 是 一 个 框 


de, 所 用 的 方法 可 以 用 来 计算 第 2 节 中 和 迭代 算法 的 速度 . 此 例 的 
重要 性 可 以 从 本 Moret 用 它 处 理 地 震 信 号 看 出 . 
在 实际 应 用 上 ， 人 们 “ 极 大 地 过 分 取样 了 *， 用 同一 个 多 构 
成 框架 
YË (x) = 72/8 (24x — k/2), (JEZ, keZ, Y>0). 


再 由 适当 地 选择 7-0, Æ (2.6) PBR Y<10°. 于 是 可 以 
用 WW# SS — BI. BE EAN eh a AE 20 如 果 对 它 的 精确 性 
不 满意 ， 只 需 再 重复 一 到 二 次 . 

应 当 着 重 指出 ， 这 个 收敛 速度 的 计算 仅 依 赖 于 VRE. 我 
们 还 想 讨 论 更 远 些 的 问题 : 对 其 它 函 数 空间 的 兴趣 . 

L Daubechies 准则 的 另 一 个 重要 应 用 是 对 复 Hardy 空 间 H 的 
函数 , 它 完美 地 给 出 了 它 的 原子 分 解 的 方法 . 让 我 们 回忆 H? 的 定义 . 


— 178 一 


ROBBY REAR y>0 定义 的 开 半 平面 ， 让 和 MH: 表示 满足 


sup | if (x+iy  dx<2 fy 4 Si mR f(z) 构成 的 Hilbert 


空间 . 若 满足 这 个 条 件 ， 则 JG) 在 实 轴 上 有 一 个 迹 , IL fx +10), 
它 是 由 lim f (x-+iy) EL. 这 个 极限 在 LX 风 意 义 上 同时 也 在 几 


乎 处 处 的 意义 上 存在 . 最 后 , Hilbert 空间 HP RY A E VR) 
中 ， 这 是 由 Paley- Wiener 定理 决定 的 : JEH, 当 且 仅 当 EL’) 
BS (£)# É<ON HE. 

我 们 还 不 知道 是 否 存 在 一 个 属于 Schwartz X y (R) 又 属于 H 


的 函数 风 使 得 函数 27 DC 2ix 一 k) (EZ, keZ) 构成 由 的 Hilbert 


# BK Riesz 基 . 

但 是 Daubechies 准则 轻而易举 地 就 给 出 了 P (R) 的 框架 . G. 
Weiss 和 他 的 合作 者 们 曾 从 理论 上 证 明 过 这 种 框架 的 存在 性 
(C73). 下 面 是 把 其 中 涉及 的 数值 常数 弄 清 楚 的 第 一 个 例子 . 

A y(x) = (x+)? HR, CERET WOR). 由 


Daubechies #1 5) 3%, 27 W(2ix—k) GEZ, keZ) 是 H (R) 的 


一 个 框架 . 我 们 甚至 可 以 限于 取 ke2Z: 即 在 上 述 两 个 函数 
中 仅 取 一 个 函数 时 ， 还 是 得 到 一 个 框架 . 但 是 ， 反 之 ， 容 
易 证 明 ， 存 在 一 个 实 常数 go>2， 使 得 当 4>gqgus 时 ， 郴 数 


2% (Dx-kq+i) ? GEZ, ke2) 上 只 构成 真子 空间 FcH? 但 


FAH? 的 无 条 件 基 . 
是 否 存 在 临界 值 9 ,使 得 当 i<q<q, H, AX 


27 (2ix—kq+i) © (jeZ，keZ) 构 成 H? 的 框架 ; 但 当 g > gq， 
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Bt, 27 (Dx-ka+) REM 的 真子 空间 的 Riesz 基 呢 ? 我 们 还 
不 知 怎样 回答 这 个 问题 . 


4, Riesz ÈS LP ee 


Spy we (AQ) 出 发 ， 2% W(2ix—k) (EZ, kez) 是 LR) 的 一 


组 正 交 基 . 于 是 知 尔 的 各 阶 矩 都 是 零 . 我 们 甚至 可 以 选取 由 使 它 
的 Fourier 变换 支 在 À <é js À E. 
H0<r<1, 以 r 为 参数 定义 WV 的 扰动 0 为 6(x)= (x) 
V2 r W(2x). HRK, | 
2PO(Dix —k) =O, (Q= Wx k)— 7200 (2x 2k). 
租用 另外 的 方法 写 清 楚 它 ， 就 是 


0. ,=(1—rU) Ye, 


其 中 U DR) LP 是 由 UY 0)= 风 ,人 定义 的 部 分 保 范 映射 . 
我 们 有 


定理 2 若 2<p<o 且 2-G -7) <r<l, 则 函数 0 ,的 集合 


是 XR) 的 一 组 Riesz À, BE LP(R) PASS. 


确切 地 说 ， 我 们 要 证 明 ，0 ,的 线性 组 合 在 LA 中 的 闭 包 的 余 
维 数 是 无 穷 的 . 
先 来 验证 ，0. 1.x” DAHA Riesz 基 . AM, HERBS 
子 J-rU: LP) — LP 当 re C0,1) 时 是 同 构 . 
为 完成 定理 2 的 证 明 ， 还 需要 构造 函数 GEL’), CAES 
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于 零 ， 但 与 所 有 的 函数 OE. 因此 ， 我 们 希望 对 任意 的 keZ 
及 任意 的 jeZ,(g, V,,)=ra, Vary) 这样 就 有 无 穷 多 个 可 能 的 选 


择 .我 们 给 出 一 个 例子 . 用 小 波 基 V, PFE g 9X) = LDA. . 


4 j-OMDKALBT, Ha, k)=0; 而 取 %(0.0 一 1 由 此 及 关系 式 
aj, k)=ra(j+1, 2k) 就 得 到 : 4 j<—1Hf, of, k}=0. 最 后 ， 当 
j>, of, 2)=r 7; 而 当天 关 RH, a9, k)=0. 


因 此 ， =E, 而 | g, l, =r27 27 Il... 由 此 知 ， 


AB -3 <r, MA geL2(R)， 定 理 2 就 全 部 证 毕 . 
现在 说 明 如 何 修 改定 理 2 的 证 明 ， 使 它 适 用 于 Holder 空间 

C” @>0). 为 此 ， 先 注意 到 : C 是 Besov 空间 By! ME, 
并 且 Schwartz 函数 空间 2( 同 是 C” 的 一 个 稠密 的 向 量子 空间 ,这 
时 C* 用 的 拓扑 是 oC, BO”). 因此， 一 个 自然 的 问题 就 是 要 知 
i, PAO (eZ, keZ) ÈS Ct HAH Th o(C°, Bt) 时 
在 CPAS. 为 证 明 情 况 不 是 如 此 ， 只 需 构造 一 个 图 数 gEB 7 
它 与 所 有 的 OER, GREER. 

使 用 与 DAZE AAW. 我 们 有 x)= 29,69. 并 
E g) Æ B 中 的 模 是 Or iQ Td, 最 后 ， 当 r>27 +T) 
时 , RU SY . 

这 表明 ， 尽 管 + 很 接近 于 零 ， 函 数 0,, 的 线性 组 合 EZ, keZ) 
在 x+ 了 >log(— ) 时 ， 还 是 不 能 接近 函数 /eC" 


在 结束 本 章 时 ， 应 该 着 重 指出 ， 我 们 不 知道 在 使 用 J Morlet 
的 自然 的 “框架 "时 ， 这 些 病态 是 否 仍 然 存在 . 


确切 地 说 ， 我 们 不 知道 : NUR VOQ=-DeT HR A 
数 2T W(x—k) (EZ, ke2) 是 否 构成 了 整个 LAX <p<0). 
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IR, Hardy 空间 H'5 


第 V 章 
ERIK MSIE) BMO 


即 用 它 讨 论 ( 实 


本 章 给 出 小 波 理论 的 一 个 特别 优美 的 应 用 ， 
的 ) Hardy 空间 HF) ANE AY FE SES ie] BMO. 
我 们 从 有 关 Banach 空间 的 向 量 级 数 的 几 个 一 般 定 义 开始 . 
vk B 是 一 个 Banach 空间 ， 设 了 x 是 由 B 的 元 组 成 的 级 数 ， 


如 果 对 任意 2>0， 存 在 有 限 集合 F(e) cN， 使 得 对 所 有 包含 FE) 


的 有 限 集合 F, A 
|x— 2 x SE, 


则 称 这 个 级 数 无 条 件 地 收 伍 到 xeB. 
如 果 存 在 x， 使 得 级 数 无 条 件 地 收敛 到 x， 则 称 级 数 x 是 


无 条 件 收敛 的 ， 若 一 个 级 数 Dr, 是 无 条 件 收敛 的 ， 则 存在 常数 C, 
使 得 对 所 有 整数 n 之 1， 对 所 有 满足 <1, …， x|<1 的 实数 或 


复数 列 ， 有 
lobo tex lc. 
在 有 限 维 时 ， 从 这 个 重要 的 不 等 式 知 道 ， 我 们 的 级 数 是 依 范 


数 收敛 的 . 在 无 限 维 时 ， 这 并 不 显然 . 
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BH I AB À x, EAP SI PE EST DUR — MOT ER 
表达 ， 即 它 是 交换 收敛 的 ， 即 ， 对 正 整数 的 任意 置换 o NNN, 
级 数 > x (在 B 的 范 数 下 ) 收敛 到 x=Ÿ x, 


无 条 件 收 敛 的 概念 适用 于 x 的 序 不 起 任何 特别 作用 的 这 种 
情形 .为 表示 指标 的 集合 是 无 序 的 ， 我 们 就 叫 它 可 和 族 . 

在 定义 Banach 空间 的 无 条 件 基 之 前 ， 我 们 先 定 义 Schauder 
Æ 

如 果 任 意 Banach 空间 8B 的 向 理 xeB 都 可 以 写成 


X= Key +e to et, (1.1) 


其 中 %, 0, à, 是 数值 系数 ， 而 收敛 定义 为 
En, | x-O%e,—-%e,----%e |=0; (1.2) 


最 后 还 要 求 系数 à, à, +, 0%，… 以 唯一 方式 由 (11) 和 (12) 
所 确定 ， 则 称 Banach 空间 B 的 向 理 @, e，… ep … 是 中 的 一 组 
Schauder 基 . 

如 果 对 所 有 的 xseB， 级 数 (1.1) 无条件 地 收敛 到 xx 那么 这 组 
Schauder 基 就 是 一 组 无 条 件 基 . 

这 个 定义 的 一 个 等 价 形式 是 : 要 求 序列 e(keZ) 在 B 中 是 完 
全 的 ( 即 e, 的 有 限 线性 组 合 构 成 了 B 的 稠 子 集 )， 并 且 满 足以 下 
EE: 存在 一 个 常数 C 之 1， 使 得 对 任意 整数 n， 对 任意 满足 
supi |<] 的 数列 à, 及 任意 数列 BL, A 


DAX | <cll> Re, | . 
要 求 一 组 Schauder 基 是 一 组 无 条 件 基 的 另 一 种 说 法 是 提出 
以 下 问题 ， 是 否 有 有 加 在 系数 的 模 Le | 上 的 准则 并 找到 使 了 we 
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在 日 中 收敛 的 充分 必要 条 件 ? 
基 a(keN) 是 无 夭 件 基 ， 这 意味 着 : MAR Eae 在 B 中 收 


敛 的 充分 必要 条 件 上 只 是 对 模 | % | 提出 的 ， 并 且 如 有 条 序列 % 满足 
这 些 条 件 ， 则 对 任意 满足 | B. |<) % 1 的 序列 ， 有 (keN) 也 自动 地 
满足 它们 . 

最 后 一 种 观点 是 研究 线性 连续 算 子 T:B >B, EV e,(kEN) 
为 特征 向 量 . FA 记 相 应 的 特征 值 ， 这 时 | 4 Si TI, KB 
为 我 们 假设 e #0. it FF FI e (keN) 是 Banach 空间 B 的 无 条 件 
基 ， 这 意味 着 : 反 过 来 说 ， 任 意 的 序列 4EeF(N) 缘 为 某 个 线性 连 
续 算 子 的 特征 值 序列 ， 该 算 子 了 : B 一 B 完 全 由 Te) =4¢, 所 
决定 . 

当 序 列 e(keN) = RÉ RAT, Dew ee (LEZ) 六 特征 值 的 


算 子 称 为 乘 子 .函数 (2r) te WRT LO, Hu LÉ. E 


然 ， 所 有 序列 ASI? hE HF (LO, 27) 图 数 的 Fourier 系 
数 ). 至 于 Lr(0，27)， 乘 子 定 理 是 精巧 的 . 我 们 现在 不 给 出 充分 
条 件 ， 这 个 条 件 把 乘 子 理论 与 Calderon 一 Zygmund 算 子 联系 了 起 
来 . | 
ARE, IR FEI EE 11 a ABD RS ARE, 

那么 对 LO, 27) 空间 (1<p<%) 就 不 再 有 任何 问题 . 事实 上 ， 
对 任意 有 界 序列 EI”(N)， 由 T(g,)=4g, 定义 的 算 子 总 是 一 个 
Calderon 一 Zygmund BT, WERI 章 将 见 到 的 ， 它 是 L* 有 界 
的 . 

非 周 期 情形 是 类 似 的 ， 小 波 构 成 了 LR") (1 <p < 00) 的 一 组 
无 条 件 基 . 

本 章 讨论 p=1 这 一 极限 情形 . 小 波 不 是 LRA 的 无 条 件 
基 . 它 只 是 具有 以 下 重要 性 质 的 某 些 ELR) 的 无 条 件 基 : WE 
的 小 波 级 数 无 条 件 地 收敛 于 三 ,本章 的 目的 就 是 刻 划 这 些 函 数 . 
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自然 ， 这 样 表述 H 空间 与 我 们 为 读者 方便 将 要 介绍 的 传统 
方式 不 同 . 在 本 章 中 ， 我 们 将 证 明 : (在 (75) 中 的 ) 环 的 原子 定 
义 等 价 于 用 小 波 定 义 的 已 . 在 最 后 一 节 ， 我 们 将 叙述 WHEE 
EX. 

A 3 $03 LR John 一 Nirenberg 的 BMO 空间 . 我 们 将 介 
28 IX PSE ES EA (从 我 们 采用 的 观点 来 看 ， 这 是 一 个 同 义 反 
复 ) .小波 也 构成 了 BMO 空间 的 一 组 无 条 件 基 . 所 述 级 数 的 收 
SUZ o(BMO, H) 拓扑 意义 取 的 . BMO 函数 的 小 波 系 数 将 满 
足 著 名 的 Carlson 平方 条 件 . 这 个 重要 结论 表明 ， 可 以 有 效 地 用 
小 波 进行 局 部 Fourier 分 析 ， 它 完全 适用 于 由 局 部 的 亚 模 定义 的 
BMO. 


2. FE HR) 的 等 价 定义 


我 们 从 引言 中 提出 的 问题 出 发 . 当 ELR, FACADE 
级 数 》( S, D) 09 无 条 件 地 收 伍 于 ff 时， 我 们 就 记 为 feEHi(R'). 


正如 我 们 在 引言 中 已 经 指出 的 ， 这 就 导致 了 存在 一 个 常数 
C 之 1， 使 得 对 任意 有 限 集合 FA， 对 任意 取 值 为 土 1 的 序列 eA) 
(EP), A 


IE eo €, wwe <c. 21) 


我 们 在 (2.1) 式 左边 对 所 有 的 下 及 所 有 的 序列 eA) (heF) 取 上 
确 界 ， 并 认为 它 是 了 在 我 们 所 考虑 的 空间 HR) 上 的 第 一 个 
模 . 显然 ， 应 该 明确 所 使 用 的 小 波光 在 整个 本 节 中 ， 我 们 都 使 
ASL 章 第 8 节 中 的 具有 紧 支 集 的 正则 小 波 . 该 定义 不 依赖 于 
所 使 用 的 小 波 基 (条 件 只 是 对 应 的 多 分 辩 率 分 析 是 > 正则 的 
(21). 这 由 以 下 推理 容易 证 实 、 我 们 宁愿 在 第 媒 章 再 讨论 这 
个 独立 性 ， 因 为 从 Calderon 一 Zygmund 算 子 的 一 般 定理 ， 十 分 
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清晰 地 就 得 到 了 它 . 

使 用 著名 的 Khintchine Guru) 不 等 式 来 变换 (2.1). Bp 
存在 常数 C> 1， 使 得 对 所 有 整数 mn 之 1， 对 所 有 的 复数 列 a, 
a, A 


n 12 
È a; P) SC =: LL fate +a, (2.2) 


其 中 右边 求 和 是 对 所 有 由 十 1 和 一 1 构成 的 序列 E= (E, o &) 来 
取 的 . 
由 此 不 等 式 知 存在 常数 C， 使 得 


1/2 
| (Sic, VF | W(x) °) dx<C 


对 所 有 有 限 集合 FCA 成立， 
这 就 给 出 了 H'(R) 的 第 二 个 定义 ， 即 了 满足 


1/2 
| (Go A voy) dx<®, (2.3) 


(2.3) 左边 的 数值 是 及 (BR') 的 第 二 个 模 . 我 们 还 不 知 第 二 个 模 
是 否 等 价 于 第 一 个 模 . 因为 从 (2.1) 到 (2.3) 丢掉 了 信息 : 我 们 用 
一 个 在 平均 上 满足 的 不 等 式 代 替 了 一 个 (对 土 ] 的 序列 ) 一 致 满足 
的 不 等 式 . 理论 上 的 一 个 令 人 惊讶 之 处 在 于 这 两 个 模 竟 是 等 价 的 . 

为 了 证 明 这 件 事 ， 需 要 通过 其 它 三 个 模 而 间接 得 到 . 首先 明 
确 形 如 2 “(2ix 一 k) 的 小 波 ， 其 中 KZ, keZ, £E, E 是 基数 为 
2 一 1 的 有 限 集合 ， 事实 上 ， 瑟 是 集合 { 0, 1 "但 要 去 掉 (0, 0, 

必要 时 用 平移 ler WD REY RAW Re 


[| IWS CI? dx #0 (以 后 我 们 都 这 样 做 ) 由 此 显然 得 出 : 
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E xA, RA W2c>0, HH AHO, 1)” 中 的 某 个 方 体 ,， 并 
H. 14127>0. 

对 所 有 的 4=k2 HE TEA, 我 们 用 Q(4) 表示 由 2x 一 ke [0,1)" 
定义 的 方 体 ， 而 用 R( 们 表示 由 2ix 一 kEA* 定义 的 子 方 体 ， 我们 
总 有 RAZA). (2.4) 

于 是 要 用 到 的 第 三 个 模 就 是 


le (x PA CORTE | 1 (2.5) 


其 中 Xe, 是 ROCCO BY FFE BR. 
RA) 的 唯一 性 质 是 不 等 式 (2.4)，R(J 也 没有 精确 的 几何 定 


我 们 要 用 的 第 四 个 模 是 在 (2.9) PS RA=O 而 定义 的 . 
在 我 们 关于 互 (讨论 中 出 现 的 最 后 一 个 模 不 再 用 小 波 级 数 
了 ， 它 涉及 万 ( 慌 ) 著 名 的 原子 定义 . 


定义 1 DR) 的 原子 是 一 个 属于 LP 的 图 数 a, SHER 
在 一 个 球 B， 其 体积 记 为 |B|, m ax) 满足 以 下 三 条 性 质 : 


a(x) =0 (x€B) ; (2.6) 
lal, Si B|? ; (2.7) 
| a(x) dx=0 (2.8) 


应 用 Cauchy 一 Schwarz 不 等 式 知 ，al(x) 是 可 积 的 ， 并 且 
lal,<1. 因此 (2.8) 有 意义 . 
若 存 在 一 个 原子 序列 a(x)， 以 及 一 个 系数 序列 4,， 使 得 
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2 AI < 00 和 f @=21a0 (2.9) 
RASA, WAR EUR) 属于 原子 H. BR, YA, a(x) E LR) 
中 是 收敛 的 . | 


所 写 的 分 解 不 具有 任何 唯一 性 . 正如 我 们 马上 就 要 见 到 的 ， 
这 种 唯一 性 的 缺乏 正 是 这 类 定理 的 绝妙 之 处 . 


于 是 我 们 把 史册 对 了 所 有 可 能 的 原子 分 解 取 下 确 界定 义 为 


Rl Sf ll, . 
本 章 的 主要 结果 是 以 下 定理 . 


定理 1 我 们 给 出 的 HN 的 五 个 定义 是 等 价 的 ， 


为 讲 清 证 明 ， 我 们 用 4, B, C, D, E 表示 以 下 五 个 性 质 (我 
们 将 证 明 它 们 的 等 价 性 ). 


(A) sup sup [Zea | < ; 


FCA e(A)= +] 


(B) (Zier aeo) erR ; 


(©) PEOI ODI Mao) PEL , 
其 中 RAQO WE RAIA, T 7>0 是 一 个 常数 ; 


(D) (rer COR) TS ; 
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最 后 

E) f(x) = Lax) 是 一 个 原子 分 解 . 

我 们 已 经 知道 (A) 二 >(B)， 而 (B) 二 >(C) 是 显然 的 . 证 明 的 
中 心 部 分 是 (C) 二 >(E) . 这 要 求 从 级 数 S © = AAWO) 出 发 ， 
用 不 相交 的 集合 Ak, D 分解 人 ， 然 后 重新 组 合 . ( 带 有 系数 的 ) 
原子 a RB ABS ANO 给 出 的 ， 


用 下 面 要 定义 的 某 水 平 的 集合 ， 这 种 算法 就 直接 从 系数 (A) 
完成 . 
为 了 得 到 蕴含 关系 (C) 二 >(E)， 我 们 的 途径 是 : 证 明 (C= 
(D) 以 及 不 等 式 


If 1, <C (Zeer QAI)" (2.10) 


A BRS C= LA) 成 立 . 


验证 (E)=>(D) 是 一 个 容易 的 练习 ， 因 为 这 只 需 分别 考 虑 每 
个 原子 ， 由 此 ，(E) 一 >(A) 就 是 显然 的 了 . 

男 一 个 说 明 大 概 是 有 用 的 . 为 了 使 用 这 五 个 准则 中 的 任 一 
个 ， 应 该 从 一 个 可 以 把 这 些 准 则 施 之 于 它 的 数学 对 象 出 发. 这 个 
数学 对 象 将 是 阶 数 小 于 r (是 小 波 的 正则 性 指标 ) 的 分 布 . 然 
而 ， 不 是 任何 分 布 都 合适 . 例如 f =1， 它 的 所 有 小 波 系 数 都 是 
零 ， 因 而 满足 所 有 的 准则 .然而 1ÉH'(). 


为 避免 这 个 问题 ， 我 们 要 求 级 数 Df, Wi) 区 在 分 布 意义 上 


KAT f. 
现在 我 们 来 证 明定 理 1 NÉS X R (C)—{E). 
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3. 系数 水 平 上 的 原子 分 解 


对 任意 的 jez 与 任意 的 kez, RA QU, k) 表示 由 2x 一 ke 
[0,D" 所 定义 的 二 进 方 体 ， 所 有 这 个 二 进 方 体 的 集合 记 为 R 
们 要 研究 序列 Q) (Qeo ) 的 某 些 ( 实 的 或 复 的 ) 空间. 对 这 个 序 
列 %, a 的 支 集 是 所 有 使 得 0(Q) #0 的 二 进 方 体 Cee 的 集合 ; 而 
的 支柱 是 组 成 支 集 的 二 进 方 体 的 供 . 

若 Q 和 @’ 是 两 个 二 进 方 体 ， 并且 ON0'# D, 则 这 两 个 二 进 
方 体 必定 一 个 包含 另 -- 个 . 

因此 ， 如 果 名 是 体积 | O | 不 超过 某 一 有 限 常数 的 二 进 方 体 
的 非 空 集合 ， 那 么 每 个 方 体 Qez 就 被 包含 在 某 一 最 大 方 体 Er 
中 ， 这 些 二 进 方 体 O 是 两 两 不 相交 的 . 我 们 把 所 有 方 体 CQc 的 
并 集中 称 为 多 的 支柱 . 因此 ， 这 些 最 大 的 二 进 方 体 属于 e, 并且 
它们 构成 了 儿 的 支柱 的 一 个 分 解 . 

现在 我 们 来 定义 叫做 “帐篷 空间 "的 Banach 空间 T. RAA 
间 是 K71) 中 的 帐篷 空间 的 离散 形式 . 

我 们 把 序列 AQ) Qe) 与 一 个 由 


1/2 
sogor ort) 
定义 的 可 测 函 数 SO: R" 一 (0, ORREK. 


定义 2 WR eR SOEL(R), 那么 则 称 复数 列 QEL) 
属于 工 ， 并 且 规 定 lat S(@) dx. 


由 (QI 1017 <lol, AAHH T, Æ Banach 空间 . 
让 我 们 再 回 到 “帐篷 ?里 去 . 
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设 灵 是 一 个 二 进 方 体 .“R 上 的 帐篷 "是 所 有 二 进 方 体 OCR 
构成 的 集合 空 为 理解 这 个 术语 ， 我 们 按 如 下 方式 去 想 . 设 n=1， 
用 复数 (k+ = ) 27- 一 27 来 表示 二 进 区 间 (Ck27 (k+1)27 


(JEZ , kEZ). ae, TOEA S AAE cm 出 来 ， 就 (轻松 地 ) 验证 
这 些 点 集 很 像 以 R 为 底 的 帐篷 . 


定义 3 ”如果 存 在 一 个 二 进 方 体 R， 它 包含 % 的 支柱 ， 并 且 
满足 


Lops À TR’ (3.1) 


则 称 序列 =Q 是 一 个 原子 . 


因此 ， 可 以 选择 包含 a 支柱 的 最 小 二 进 方 体 R， 而 这 个 最 小 
的 二 进 方 体 则 称 为 原子 a HE. 因此 ， 原 子 «的 支 集 就 包含 在 “R 
上 的 帐篷 "里 . 

我 们 来 验证 : 原子 wx 属于 于, 并 且 lal<1 为 此 ， 注 意 到 
SO 的 支 集 包 含 在 原子 % 的 基 R 中 ， 应 用 Cauchy 一 Schwarz 不 等 
式 ， 便 有 


[se@ax=| S(®)dx< RIF (f(S@ya9 <1. 
为 了 验证 最 后 一 个 不 等 式 ， 注 意 到 下 式 是 方便 的 
swm (OF er xt)". 
FH 00 是 O 的 特征 函数 . 


定理 2 序列 x=(cx(O))os 的 下 面 三 个 性 质 是 等 价 的 . 
存在 常数 re(0, 1], ， 对 任意 方 体 Cs ， 存 在 可 测 集 REQ, 
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使 得 R>, H 
1/2 
PEU O1" "Xe ©) EL'(R") ; 3.2) 


ae Ty; (3.3) 
存在 原子 的 序列 和 数列 À, 使 得 


2,4g =a, # ADA, |<. (3.4) 
0 


在 开始 证 明之 前 ， 对 所 有 测度 |E|<% MAW ECR, R 
们 定义 EE 的 扩张 BE， 为 此 ， 从 一 个 系数 Be(0, 1) 出 发 ; 8 严格 地 
小 于 ? 考虑 所 有 满足 1 人 EI>PhlQ| 的 二 进 方 体 的 集合 2 称 Qez 
的 这 些 方 体 的 借 集 为 E*. | 
Rat, MADE Or 都 包含 在 最 大 (对 包含 关系 而 言 ) 方 体 
Cee p. 因为 当 Oegz 时 有 IO 和 UpB， 所 以 最 大 方 体 是 存在 的 . 
它们 两 两 不 交 ， 并 且 构 成 了 E 的 一 个 分 解 . 因此 


"=F O< LS @neis EL 
IE*|= 2,1Q|< 3 D IQNEIS B ` 


我 们 看 到 ， 相 差 一 个 零 测度 集 ，E* 包含 了 E. SRE, A 

Lebesque 微分 定理 ， 对 几乎 所 有 的 xEE， 有 
IonBEl _ 

其 中 极限 是 对 包含 x 的 二 进 方 体 取 的 ， 并 让 方 体 的 直径 趋 于 零 . 
因此 ， 对 几乎 所 有 的 xEE， 至 少 存 在 一 个 包含 x 的 二 进 方 体 Q, 
使 得 QQE > BIO). Hibs QeEE*， 从 而 xEE*. 

GR, 车 EcF， 则 ErcF*， 其 中 与 下 是 两 个 具有 有 限 测 
度 的 可 测 集 . 

回 到 定理 2 的 证 明 . 设 
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1/2 


ro=(Z ier WE? œ) 
用 E, 表示 满足 cC9 > 从 的 x 的 集合 ， 则 ESE HE 


SME <2| O(x)dx. (3.5) 


(3.4) PM Uf < Chol, 就 是 从 这 个 不 等 式 得 到 的 ， 


考虑 所 有 满足 QQE P, (其 中 be(0,W) 是 一 常数 ) 的 二 进 
方 体 0 构成 的 集合 ke). 有 以 后 再 定 . 因此 这 些 方 体 0e, 的 


并 就 是 成 ， 而 且 | EF? <- El 故 


2 | E* | < = lol, (3.6) 


we, WikA ADEA QU, D. ECRI Er 的 一 一 个 分 解 
首先 看 到 2% 的 支 集 多 包含 在 多 的 并 集 里 . FXE, # %(Q) 


x0， 则 对 某 个 整数 k， 有 x(@)| Or >2 因此， 对 任意 的 


xRcQ, O(x)>2 RAH 的 定义 得 ENOR, 并 且 ENOI 
之 |Rj 之 HQ|> PQ]. i Qe, . 

用 A, 表示 OCZ 18 Ofra I 0 的 集合 : A,=F\%.,. W 
FR QEA, FH OcO(k, D, RARS CeA (k, D. KiE, RA 
Atk, 就 构成 了 A 的 一 个 分 解 ( 某 些 可 能 是 空 集 ， 因 而 也 就 略 
掉 了 ) .序列 & 的 支 集 乡 就 是 这 些 A(k;1) (KEZ, IEF(R)) 的 不 相交 的 
并 . 最 后 一 点 表明 ，A (k, 门 不 是 空 集 . 


引 理 1: 符号 如 上 ， 把 序列 x(@) 限 制 到 % 支 集 的 每 一 个 不 相 
交 的 部 分 A(k, 1) 上 ，( 在 一 个 明显 的 单位 化 后 ) ， 便 得 到 形 为 
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a= DAK, an (3.7) 
ESR, Hho, BURT, an 的 基 包 含 在 Ok, DF. 


为 证 明 它 ， 先 建立 以 下 的 不 等 式 : 


y? 


a*(x)dx 
?一 上 Jou,D\E,., 


QeA(k, 1) 


>, JQ)? <S 


Y? 大 十 ] 
< yp 4°" [Q(k,DI. (3.8) 


下 面 就 是 (3.8) 的 证明 . 
若 二 进 方 体 QeA(k, D， 即 一 方面 QsQ(k, D, ADH Qtee. 
这 时 就 有 ONE. <PIOL Ast 


IRAE, 1 <AQIS = IRI 3.9) 
还 可 以 写成 
RE 2 (à - Ë Je ELATI 


然而 DZ) OP QIT XR). HK 
QEAK,E 


| d'(xdx >}, QP ICF |R\ Eee 
Ok. DV Es QEA(k,1) 


> TES ayy. 


Y? geAth 


这 就 证 明了 (3.8) 的 第 一 个 不 等 式 ， 对 第 二 个 不 等 式 ， 因 为 当 
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REA, CJS2 TT. 设 


eÂA( 


re 


并 定义 原子 w (Q) 如 下 : 4 QeA(k,D 时 ，w (Q)= 


当 QÉA(K,D) HT, a, ı (Q)=0. | 
由 构造 方法 知 ，% ,是 原子 ， 而 % ,的 基 包 含 在 Qk, NP. 
ARF RUE YAK DSC. 事实 上 ， 由 (3.8)， 这 个 级 数 
被 下 式 所 控制 


TEP aries 2 2*|E%| 
27 k 4} 
< Bye 2 2*41E,|< FT. Holl, 
4， 回 到 地 面 


我 们 可 以 来 证 明定 理 1 的 蕴含 关系 了 : (B) 一 (C) 一 (E) 或 
(D) -一 (C) 一 (E)， 


事实 上 , 从 (gror ZOD EASA He, © HI Y 


1=92 #+9 1 le(ceE)ht, Xf xER, REQ, 并 且 |RI>7|Q| 时 ， 
有 TAOTO 成 立 ， 其 中 ?>0，c>0 是 两 个 常数 .因此 


用 证 明定 理 2 的 写法 ， 有 cCOELIR9. 从 定理 m, HRA) 
(AeA) 的 序列 (Q) (EE) 中 的 每 一 一 个 属于 帐篷 空间 了 ,并 有 一 种 
原子 分 解 0° (Q)= 2/4; a; (Q). 
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RAIN VA EIR, MAX NCE RAE RM 
的 . ut, Ve 的 支 集 包含 在 m0 中 ，m 之 1 是 一 个 常数 . 用 0; 
表示 原子 oe(O) 的 基 ， 则 we (9 的 支 集 就 包含 在 m0 中 . 我们 有 


1 
63/2 ? 
IQ; 


HAE X a OHRRARE LR) 中 收敛 . 因此 可 以 逐 项 积 
分 ， 就 得 到 la; (Odx=0. 


我 们 刚才 证 明了 函数 m-2 do 是 原子 .于 是 就 实现 了 在 序列 
的 空间 工 水 平 上 的 分 解 . 
事先 ， 我 们 已 经 证 明了 基本 的 不 等 式 


ol,= (Zo) 


| Loup (x) 


i. 


(4.1) 


, SC (Rear PONa)” 


(E) 一 (D) 的 证 明 是 容易 的 . 设 
su = (EI Wa)? Zopa 


x fl, ARRAY, AUER SP) ENTRER, HOME, Raa 
每 个 原子 验证 ， 
引 理 2 存在 常数 C， 使 得 对 任意 中 心 在 x, 半径 为 + 的 球 
上 的 HR) 的 原子 f, | Sf dx SC. 
| R 


为 此 ， 设 C>1 是 一 个 依赖 于 m 的 常量 ， 它 将 在 证 明 过 程 中 
确定 
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FA ER B= {x x-xi SC AI HE R= {x DCr<[x- x} 
SAT ICHAKEN) SHAR R". 
IX FF , 


| sip ydx=| sy ydx+¥ | S(f )dx. 


简单 地 使 用 Cauchy 一 Schwarz 不 等 式 来 控制 第 一 个 积分 ， 得 
到 | 


[si Pax < BPRISCAON, = CPBN fl < Cee. 
在 处 理 积分 | S(f)dx 时 ， 我 们 先 做 一 个 小 波 的 好 的 局 部 


化 ， 这 是 为 了 在 SS) PA AN 的 部 分 和 去 蔡 换 AEA HR A, A 
的 定义 稍 后 再 给 出 .然后 利用 | rear 并 考虑 到 当 4EA: 


时 ， 小 波 几 是 充分 “平坦 "的 这 件 事 来 估计 小 波 系数 ( f, Wi). 

下 面 就 是 这 个 估计 的 简单 的 细节 . 我 们 有 VO Gi 并 
且 由 ,的 支 集 包含 在 mQO 中 . 若 m0 与 BRA, MCS, V,)=0; 
车 mg 不 与 R, 相交 ， BAER | SC/)4x 时 就 不 必 考虑 相应 


的 4 因此 用 以 下 两 个 条 件 来 定义 人 A': m 同时 与 BAH AE 
交 ， 这 意味 着 2/2a2 27 是 @ 的 边 长 ， 当 CC 充分 大 时 ，c>0 
是 严格 正 的 几何 常数 ). 

考虑 到 小 波 狼 的 正则 性 ， 考 虑 到 | COdx=0， 我 们 来 控制 


(f, W). 这 时 有 ICS, VDISC 2P Xr. 因此 当 xR, 时 ， 就 有 
SU WS C2 从 而 
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| ÿ | S(f)dx S C". 


直接 可 以 验证 蕴含 关系 (C) 一 >(A) ， 定理 1 证 毕 . 再 回 到 由 
(4.1) 得 到 的 控制 ， 我 们 看 到 ， 若 用 土 x(4) 代替 ah, (4DH 
右边 不 变 . 


5， 原 子 和 分 子 
当 所 用 的 小 波 没 有 紧 支 集 时 ， 系 数 水 平 的 原子 分 解 就 不 再 是 


Je 四 的 原子 分 解 了 ， 而 是 一 个 分 子 分 解 、 
“分 子 属于 加 权 的 LXR” w(gdx) 空间 . 我 们 回忆 一 下 它 的 定 


X. 设 o09>0 是 满足 | £ <o HINES, MLE, 


2 


(x) x) 表示 满足 | If Gl'o()dx < 0 的 可 测 函 数 的 空间 . 


根据 这 个 定义 ， 由 Cauchy 一 Schwarz 不 等 式 ， 就 有 LER, 
xx) LR). 
考虑 o= +x G8>n) 这 一 特殊 情形 ， 我 们 用 AM FER 
积分 值 为 零 的 图 数组 成 的 LR", © dx) 的 子 空间 . 
那么 有 


命题 1 对 任意 s>n, M f& HR) 的 稠密 子 空间 . 


fem, MARLON: 当 上 四 和 1 时，j9= 太 9; 4 
>1 时 ， fC)=0. 下 面 ， 当 2:< 罗 和 2 GD, F(x) =f0o; 
.在 其 它 地 方 O=0. . 
因此 ， 设 feM:， 则 If i,<e27? 其 中 LEP <%, # A 
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;1=0, 而 -| f (x) dx. FA Cauchy- Schwarz 不 等 3, 
有 ISEE. FE, A o=14+1,,4°°, W osn, 
其 中 n= c(n)2 6,2707022 AP P(N). 
我 们 想 用 下 式 代 营 / 
a(x)= f(x) +5,,,8,,,(x)— 6,0 (x), 


以 把 了 变 成 一 个 原子 ， 其 中 8 (x)=r(n)27 "i( 当 |x| SD YD, 
及 0(x)=0( 当 x HE MÈRE). 调整 常数 rn)， 使 得 0(x) 的 积 
分 值 是 1， 这 就 保证 了 af%) 的 积分 值 为 零 . 


(因为 的 积分 值 为 零 )， 我 们 有 0,=0， 因 而 af F 
= fx). 

atx) 的 文集 包含 在 球 |x|<27' 中 ;最终 还 有 ja 和 s 275, 其 
中 e/e1?(N)， 这 样 ， 我 们 就 得 到 了 / 的 原子 分 解 . 

从 Hi 的 原子 属于 MTS, ME HR) 中 稠密 也 就 简单 
地 得 到 了 . | 

有 了 命题 1 以 后 ， 我 们 就 可 以 定义 HRO 的 分 子 了 . 


定义 4 设 s>n 是 一 个 实数 ， 一 个 中 心 在 x, 宽度 为 4>0 
的 分 子 就 定义 为 属于 M: 的 一 个 函数 ， 它 由 下 式 而 单位 化 . 


(| soi x He Jax) "<a (5.1) 


从 命题 1 的 证 明 直接 得 到 ， 一 个 分 子 的 WR) 模 不 超过 常数 
Cis, nm)， 该 常数 与 为 与 4>0 无 关 . 
(用 一 个 常数 rn, 引 >0 去 乘 以 后 ) HR") 的 原子 就 是 分 子 . N 


此 当 我 们 系统 地 用 分 子 去 代替 (3.4) 的 原子 后 ，HXR') 的 定义 不 变 . 

E G. Weiss 在 5675] 中 着 重 指 出 的 ， 当 想 证 明 一 个 线性 连 
HAT T UR) LR) WAR HR) 上 的 线性 连续 算 子 T 
HR) — HR), WR’) 定义 的 这 种 灵活 性 总 是 不 可 缺少 的 . 
KIRA: THAAD RT Æ À HP — TT +. 
在 第 三 章 ， 我 们 将 着 到 这 个 论断 被 用 到 Calderon — Zygmund # 
FE. 


6. John 和 Nirenberg 的 BMO 空间 


字母 BMO 意 味 着 “有 界 平 均 振 动 (Bounded Mean Oscillation), 
它 将 由 以 下 定义 来 解释 . | 

我 们 从 研究 HR) EW REE BIT. — TRAME ER 
4 完全 由 它 在 稠密 向 量子 空间 M CHR) 上 的 限制 所 确定 .而 
M Æ LR, (+1x) dx) 中 的 余 维 数 为 1. 设 00OELXR', (1+ [xd x), 


并 且 fai 我 们 任意 选 定 AO 的 值 而 把 4 延 拓 到 整个 LR 


(1 +|x)*dx) E. 

这 样 ， 4 就 成 为 LR, (1 十 jxl)'dx) 的 共 罗 空间 的 一 个 元 . 即 
EE LR, A+) dx) FH — TRE D(X). 

HR) 的 原子 分 解 中 的 每 一 个 原子 显然 属于 M, NATHE 
XK bO E HR) 的 一 个 线性 连续 泛 函 ， 所 以 必然 存在 常数 C， 


使 得 对 任意 的 原子 a(9， [atob ea <C. RAZ, AA 中 的 


任意 球 B, WASTE B 上 的 平方 可 积 的 并 且 积 分 值 为 零 的 FR $ 
a(x), À 


late cas < CIB? hal, . 
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这 个 条 件 等 价 于 存在 常数 7,， 使 得 
1/2 
Ib(x) — 7,1? ax) < CIB}. (6.1) 


当 y, 取 为 b(x) ERR B 上 的 平均 值 ( 记 为 msb) 时 ，(6.1) 式 左 
边 取 最 小 值 . 不 等 式 (6.1) 现 在 变 成 了 


1/2 
(| Ib(x)—mgbl’ ix) <C| BI”. (6.2) 
B 


(Fr | eeo-mar dx)? ER B 上 的 随机 变量 b(x) 对 概 


率 测 度 dx/|B 的 均 方 根 . 这 个 均 方 根 构 成 了 字母 BMO 中 的 “ 平 
#3# 3)" MO. 
这 样 可 以 得 到 以 下 结果 ， 
定理 3 设 b(xeLi.(R') 是 满足 
sup( Thr BI | aeo- mb | ax)” -=|bilamox 20 (6.3) 
的 函数 ， 其 中 上 确 界 是 对 所 有 RP RAR BERRA, BA 
Bid A |B), W mb Æ b Æ BEWYS. 
则 bo) 用 
À(f) = 3 3, |b (x)a,(x)dx (6.4) 


定义 了 HR) 上 的 一 个 线性 泛 函 ， 其 中 a 是 原子 ， L <, 


并 且 fO D) Aa). 
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友之， 所 有 HR) EZR EE AES PAPE DIR EX. 


考虑 到 前 述 做 法 ， 这 个 论断 是 显然 的 . 唯一 精巧 之 处 在 于 : 
FR (6.4) 定义 的 4(f ) 是 否 依 赖 于 了 所 选择 的 表示 方法 . 
WR beIL”(R)， 这 个 何 题 的 回答 是 平凡 的 . 事实 上 ， 如 果 


0= > ao 那么 部 分 和 》 2aiC9 # L'(R") UK HF O. 


因此 可 以 乘 上 b(x) 后 积分 取 极 限 . 

然而 条 件 (6.3) 并 不 保证 有 DOJEL? (R). 这 时 怎么 处 理 
WE? 首先 看 到 ， BMO 是 一 个 格 . BY 4 fEBMO, geBMO 都 
fi SE (A eh RK, ABA supi ff à mt C 外 也 属于 BMO. 这 是 由 
以 下 引 理 得 出 的 . 


引 理 3 ik fGXBMOR), Wf (GI 也 属于 BMO(R'). 


事实 上 ， 设 x(B)=|maf |， 由 三 角 不 等 式 ， 有 
IAO) — E(B) S| f (x) — mafl. (6.5) 


为 得 到 结论 ,只 需 在 (6.$) 式 两 边 平方 , 然后 在 球 BLA EY. 

回 到 和 定理 3 的 证 明 ， 我 们 分 别 考虑 b(x) 的 实 部 与 虚 部 ， 它 们 
都 满足 (6.3) ， 因 此 可 以 假设 b) 是 实 值 函数 . 

其 次 注意 到 ， 常 数 属于 BMO， 并 且 它 的 模 是 0. 对 所 有 的 
N>1, ENDOMP: 4IOZSNAN, bOE=N;, 5 bHE<—-N 
FH, bO=-N, M4-N<bQ<NW, b,G)=b(X. ASIE 3 
A, ER bx) E BMO 中 一 致 有 界 ， 即 lb,luuo<3ibllamo- 


没 站 2a(9=0， 其 中 ART, IA X <o. 


既然 现在 bL (R, PAL y À | a()b,(ddx= 0. 
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又 因为 bv 在 BMO 中 一 致 有 界 ， 因 此 


la Gb, Goax 和 Cj 六 | wo. 


Jim, a(x)by(x)dx= facb (x)d x. 


PE, H BERT aM 的 文集 的 球 ， 则 bOEL(B), #A 
by(x) 在 LAB) PEKE bO). 
为 了 结束 证 明 ， 使 用 AN) MIRE, BA 


=lim stim, Lala (x)b y(x)dx= > À |a (x)b(x)d x. 


这 就 是 要 证 明 的 . 
我 们 想 给 定义 (6.3) 一 种 看 上 去 更 精确 的 形式 . 为 了 生成 H'， 
这 次 不 用 原子 ， 而 使 用 分 子 . 一 旦 有 了 共 轿 性 ， 就 有 


can lb(x)—m br [x Lx | ax)" <c. 


(6.6) 


现在 我 们 用 小 波 级 数 的 描述 来 完成 对 BMO 空间 的 研究 . 

为 了 简化 证 明 的 写法 ， 我 们 使 用 第 亚 章 第 8 节 紧 支 集 小 波 
来 表示 . 希望 读者 作为 练习 把 这 个 证 明 改 造成 适用 其 它 的 小 波 
w. 唯一 本 质 的 事 是 从 有 ral 正则 性 的 多 分 辨 率 分 析出 发 . 


定理 4 设 pgCOsBMO(R)， 则 它 的 小 波 系数 4(4)=(b, W) 满 
足下 面 的 Carleson 条 件 : 
存在 常数 C， 使 得 对 任意 二 进 方 体 Occ, A 
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> DPS CIRI? ， (6.7) 
9(4)Ca 


ie 4 4=27Kk +27 emt, OA) A 2x 一 ke [0，1)" 所 定义 的 方 
体 . 

反之 ， 若 系数 x(4) ACA) 满足 (6.7)， 则 级 数 I aAa 的 和 
In F BMO;， 该 级 数 依 拓扑 o(BMO, H) KA. 


首先 ， 我 们 来 说 明 ， 为 什么 b(x)eBMO 时 ，(6.7) 成 立 . 

NEV 的 支 集 包含 在 mQ( 罗 中 ， 它 与 C(0 有 相同 的 中 心 但 
WKE mR. 

这 样 ， 我 们 分 解 DA 为 b,(x) + b,(x) + c(Q), HF c(Q) E 
b(x) E mQ 上 的 平均 ; b(=b(D-c(Q) (4 xemO 时 小 b,(9=0 
( 当 x 在 其 它 地 方 ) 由 对 小 波 支 集 所 作 的 几何 说 明知 ， 若 OA 
<Q, Wb, W) =0， 此 外 ， 每 个 小 波 的 积分 值 是 零 . 剩 下 就 是 
(b, Y) =(b, Wa), 并 且 


L 16, HOP SY OW = Hb <b vol Ql. 
QlAIC EA 


在 这 个 推理 中 ， 小 波 的 正则 性 不 起 任何 作用 . 

有 反之， 对 反 向 的 包含 关系 来 说 ， 这 个 正则 性 是 不 可 缺少 的 . 
设 (6.7) 被 满足 ， 中 是 以 六 为 中 心 、 以 >>0 为 半径 的 球 ， 用 
2 "和 rr<2- ?+1 定义 整数 qgez. 我们 把 和 DROLE) 分 成 两 部 分 ， 
每 个 再 分 成 两 部 分 . 首先 考虑 边 长 为 27 和 2 的 “小 方 体 *， 然 后 
考虑 j<q 的 “大 方 体 ”. 与 小 方 体 有 关 的 小 波 有 两 种 情形 : CHI 
支 集 与 B 相交 或 不 相交 . 如 果 一 个 * 小 方 体 "0O( 人 0 具有 性 质 
mO(4j)fiB 关 中 ， 那 么 00 一 定 包 含 在 BH, HH M>1 是 一 个 
仅 依 赖 于 m 的 常数 . 如 果 我 们 按照 小 方 体 和 大 方 体 的 分 类 分 解 
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b=} aAw(x) % b=b,+b, ABA b MAR b,,+b,. HP 
在 BEDb,.(D=0, m b BRAS MBETA. 于 是 


lb, W2< > ja(ayep<cyBi. 
QUAICMB 

现在 考虑 大 方 体 ， 考 虑 级 数 LOW) 的 相应 于 b, 的 部 

分 . 我 们 使 用 以 下 事实 ， 即 小 波 VO 是 “ 平 的 ?; 以 及 对 给 出 大 

方 体 QO 的 尺寸 27 RAM PDR VC) BELA SES FS 

(MERAY, 的 支 集 包 含 在 MnP), MARR TFK MA 

小 波 中 的 任 一 个 ， 有 W(x) -— V(x) |S C22 |x- x, 2K BIT vb 


波 的 正则 性 . 因此 相应 的 系数 [oe(A)| 就 被 CA =C 
制 . 再 求 和 ， 因 为 psr, RA LY Er 2, H 
HoE BKP, rÆ BHB. 

定理 4 就 全 部 证 完了 . ES XI 章 要 用 到 下 面 的 论断 ， 它 是 
定理 4“ 证 明 的 推论 ”. 

设 w(x) AeA) RRA UTER LOR) 的 函数 ; 


C2" _ ae 
wil) Hor HAH 2K + 27718); 
(1+ (2’x—k) 68) 
Jee = 0 ; (6.9) 
存在 常数 C ， 使 得 对 所 有 的 序列 ANA, A 
o [Eewo cf Ze)” | . (6.10) 


一 205 一 


则 对 任意 psBMO， 系 数 xD = |pCOwiC9dx 满足 Carleson 条 件 


(6.7). 
为 了 看 清 这 个 命题 ， 首 先 注意 到 61NMKRRBARE FAY 
不 等 式 : 


(BG wade) <E h (6.11) 


APS BLM) SPHERE. 

其 次 ， 通 过 一 个 显然 的 变量 替换 后 ， 我 们 就 只 需 验证 (6.7) 
在 @=[0, 1) 的 情形 成 立 . HA -2<x,<2, =, —-2<x,<2 定义 
HFAB 如上， 分解 bX)  bC=b+b(C)+b.(X) 其 中 b, 
是 bO EB KBFI; 4 xB 时 ，pOO=b(O 一 5， 而 在 其 它 地 
b()=0; EBED, SFB. 

系数 (bo, w, FES, FA(6.11) RADE, w;) .还 要 控制 (b,, w), 
为 此 使 用 (6.6) ， 就 得 到 


| [x| >b (x) dx S CIb lomo , 
BE 


其 中 FF=R"\B. 如 果 QU) 包含 在 [0, 1H, MWkElO, 1)", # 
xéB, WJ x—27k|> cixl, 其 中 c 是 常数 .从 这 个 简单 说 明 得 到 


[CA wolsc2 | Pix k|" Ib ,(x) [dx 
BS 
< cian | xl" b (x)idx 
BS 


< C22 "|b ilemo > 
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这 里 用 到 了 Cauchy —-Schwarz AER, ME dd ' DSR 
x] 77 t = [xp 0/2 499129) ~~ 8/2) (0<s< 1). 


再 求 和 ， 得 到 a p4 2 由 于 对 每 个 /这 0， 有 关 的 4 的 


数目 是 (2" 一 1)2”， 因 此 显然 这 个 和 式 有 限 . 
7. Maurey 定理 
TH H 空间 定义 如 下 ， 从 通常 的 HW 空间 出 发 ， 我 们 要 模仿 


它 提出 二 进 及 :空间 的 原子 的 条 件 ， 一 个 二 进 及! 空间 的 原子 是 一 
个 支 在 二 进 方 体 CQ 上 的 函数 ac0， 它 县 有 性 质 lal, sQ? 和 


faux=0 
由 此 得 出 ， 二 进 HORS ea AP. 


它们 是 不 相同 的 . 例如 ， 积 分 | fOddx A | Jodx 不 都 是 
FAI REX /不 可 能 属于 二 进 玉 . 这 是 因为 每 一 个 二 进 区 间 Fee 
都 整个 地 包含 在 [0，+ oo) 或 (一 oo, 0] 中 ; 得 所 有 满足 | (+b) 


Lf CfFdx < oo 的 积分 值 为 零 的 函数 却 属于 通常 的 H.. 
B. Maurey 建立 了 下 面 的 重要 定理 . 


定理 5 通常 的 H 空间 与 二 进 H 空间 (作为 Banach 空间 ) 
是 同 构 的 . 


Maurey 给 出 的 证 明 建 立 在 Banach 空间 几何 方法 上 . 揭示 同 
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构 性 的 最 早 的 证 明 是 由 L. Carleson 和 Wojtaszczyk 得 到 的 ， 它 在 
某 种 方式 上 预示 了 小 波 理论 . 
这 里 是 Maury 定理 的 一 个 新 证 明 . 我 们 使 用 Haar KR, & 
字 逐 句 重复 用 小 波 基 对 通常 本 空间 的 分 解 来 分 析 二 进 Hi 空间 . 
Alb, BU: LR) + DR) 2H UL) HY, 定义 的 保 范 变 
换 ， 其 中 心 fin 维 空间 中 的 Haar 系 ， 它 是 由 阶梯 函数 给 出 的 
多 分 辩 率 分 析 所 构造 的 一 种 特殊 小 波 . 


KS TH, 4 HA 4 xt ee, FO)=LLAO)hg, F 


A (Zor or)! EL'(dx). 这 与 级 数 22,0! (OW, 属于 通常 的 


HH 空间 的 条 件 完全 相同 . 

这 就 证 明了 Maurey 定理 . 

在 研究 Calderon—Zygmund 算 子 理论 时 ， 我 们 将 看 到 U 可 
以 延 拓 成 PP(R) 一 LPR WMA, He 1<p<o, (HE p=1 时 
不 对 . 在 为 一 个 方向 上 (p= 只 )， 我 们 也 引入 二 进 BMO 空间 . 
它 由 满足 以 下 条 件 的 局 部 平方 可 积 函 数组 成 : 


sup( | re-man dx)" <o, (7.1) 
101 J, 


其 中 上 确 界 是 在 所 有 二 进 方 体 的 集合 上 取 的 . 

还 可 以 用 Haar 系 刻 划 二 进 BMO， 这 与 用 小 波 基 刻 划 通 常 的 
BMO 是 一 致 的 . 算 子 0 同样 也 可 延 拓 成 二 进 BMO 与 通常 BMO 
之 间 的 同 构 . 


8， 注 释 与 述评 


我 们 略 去 了 空间 W'S BMO 的 一 些 最 重要 的 性 质 . S 
到 并 研究 了 它们 ， 那 是 一 篇 极 好 的 参考 文献 . 
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涉及 BMO(R 空间 ， 它 的 一 个 重要 性 质 是 John 一 Nirenberg 
定理 . 设 5 是 民 中 一 个 局 部 可 积 函 数 ， 如 果 存 在 常数 C， 使 
得 对 了 中 任意 的 球 B, HER BB), WE 


< 
-5 | aeo- Y(B)Idx<C, 


那么 John 和 Nirenberg 断言 :bpCOOesBMO， 更 确切 地 还 有 ， 对 指标 
D>1， 存 在 有 限 常 数 C(p)， 使 得 


sup( i Bi | ao- m ,b|? dx)""<C() (8.1) 
在 p= 时 ， 应 该 用 下 式 代替 了 ” 模 : 
sup -HT | exp A |b(x)~ m,bl)dx; (8.2) 
R BIH Aldllanco 小 于 某 个 常数 cn)>0, (8.2) 就 有 定义 ， 


对 H'(R') 空间 ， 我 们 想 介 绍 与 原子 定义 有 关 的 事情 . 在 原子 


中 不 使 用 上 模 ， 就 得 到 看 来 更 特殊 的 原子 ， 它 满足 lalo -<75 ， 


Supp acB, AB | aéx=0. 用 这 种 特殊 原子 得 到 的 五 空间 


也 就 是 我 们 已 经 讨论 过 的 H' 空间 .、 

这 里 还 有 两 点 补充 ， 它 们 把 HR) 空间 与 VR) 的 > 正则 多 
分 辩 率 分 析 联 系 起 来 . 

从 三 ELRI 出 发 ， 定 义 极 大 算 子 为 


EfOy= sup IEC). (8.3) 


我 们 记得 ， 算 子 EVO) 到 世上 的 正 交 投影 算 子 ， 这 时 
有 下 面 的 重要 结果 . 


— 209 — 


定理 6 ZAF E.fEL{R ZIRT HR). 


这 个 刻 划 称 为 极 大 刻 划 
(os (x) DE (R) 给 出 了 另 一 个 刻 划 ， 其 中 


D,=E,,-E, 
在 一 个 实 变 量 时 ，Hardy 空间 A(R) h & 4 Hardy 空间 F'(R) 
的 实 部 组 成 ， 现 在 让 我 们 回忆 一 下 它 芍 定义 .如 果 f OBEY 


w 


平面 Imz>0 | 89 4 HAR, 当 ( 且 仅 当 )sup | | f (xtiy)| dx 


<oo 时 ， 就 说 SEHR). RAM BME y=0 总 是 有 和 迹 的 ， 它 定义 
为 当 y>0 并 且 趋 于 零 时 三 ( -+y)KL® SAH. 

这 个 迹 是 L'(B®) 的 一 个 团子 空间 ， 我 们 仍 把 这 个 空间 记 为 
HA (这 里 有 点 语言 混乱 )， 它 可 由 Paley 一 Wiener 定理 刻 划 . 
这 个 定理 指出 : f HA, SERY SELLR, FAH C<OR, 


f(E =| e'**f (x)dx=0. 


因此 ， 每 个 属于 HR) 空间 (Stein 与 Weiss 给 出 的 实 形式 ) 的 
蝎 数 太 都 可 以 唯一 地 瑟 成 f=uty, Ku fluo 属于 H'(R)， 这 个 
分 解 是 唯一 的 ,“ :是 通过 把 SSMS =f XxX, +f 1 而 得 到 的 ， 其 
中 X,, X_ STE 0 +oco) 和 (一 oo, OA TERRE. ICS, AS 
(ARR. BAS 是 全 纯 空 间 HP) 的 函数 的 实 部 . 这 就 是 我 
们 称 它 为 “全 纯 Hardy 空间 的 实 形式 ?的 理由 ， 如 果 我 们 想 要 复 
数 域 上 的 Banach 空间 ， 只 需 把 这 些 实 部 的 向 量 空间 复 值 化 . 

上 述 结 果 的 一 个 等 价 形式 是 使 用 Hilbert 变换 . Hilbert 变换 
EMA: Ruy 是 两 个 实 变 量 的 又 取 实 值 的 铺 数 ， 如 果 4 十 ip 
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是 一 个 在 上 半 平 面 全 纯 的 函数 f (x+iy) 在 y=0 MW, ABA 
H(u)=v. 

还 可 以 用 Fourier 变换 来 定义 Hilbert 变换 : H()=9 SHAM 
4 fF g 的 Fourier 变换 广 和 9 有 关系 名 < )=—i sign 6+ f(E). 

这 样 ， 又 有 有 (BR) 的 如 下 定义 : KAR, ABRSSS AY 
都 属于 L'A, f 在 HP 中 的 模 定 义 为 这 两 个 函数 的 LR Z 
和 . 

我 们 现在 来 说 明 ， 为 什么 Lusin 面积 积分 刻 划 的 全 纯 Hardy 
空间 WR) (该 结果 是 由 Calderon 在 1965 年 得 到 的 ) 与 用 条 件 


ax 


(Zig, wor m) era 
刻 划 的 实 的 Hardy 空间 HR) 很 相似 .为 此 ， 我 们 先 编辑 一 个 字 
典 ， 用 它 可 以 从 一 种 语言 过 渡 到 另 一 种 语言 . 

这 个 字典 把 函数 地 《+ ?当成 小 法 wD， 把 上 半 平 面 的 
点 当成 二 进 区 间 , 把 上 半 平 面 ob>0 中 满足 v>lu 一 中 的 数 对 (uv) 
当成 包含 x 的 二 进 区 间 , 最后, 把 函数 ({| ORE iv) 


{u =|u — xi} 


| 1/2 

sk (Zio, wD? n~) 
下 面 是 这 种 译 法 的 有 启发 性 的 根据 . DR ati) ST h 
波 ， 这 是 因为 它 具 有 正则 性 ， 局 部 性 ， 以 及 所 要 求 的 相 消 性 ， 的 


oo0 


确 ， | (t+i) *dt=0. 


现在 ， 与 第 IV 章 的 证 明 一 样 ， 对 全 纯 Hardy 空间 时 的 函 
XK, TEETE, 可 以 满足 于 只 知道 值 了 1(k2 +127) (KEZ, EZ). 
因此 ， 我 们 使 用 二 进 区 间 1=[k27, (Kk 十 1)2 让 与 上 半 平 面 的 点 
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z=k274+27 142 Ez, keD 之 间 的 几何 对 应 . 由 于 这 个 对 
Fi, xel 就 相应 变 成 了 zeTC)， 其 中 TO 是 以 x 为 顶点 ， 由 
v>|u—x| ESCH . 

这 个 相似 法 则 导致 了 以 下 的 定义 和 替代 . 设 S 是 上 半 平 面 的 


点 KIII D (eZ, ke 如) 的 集合 . BVO= A E+, 
如 果 = 一 x+ 部 XR, y>0, BX VOYI (EE). RE, M 


ERP) 时 ， Cauchy 公式 就 给 出 了 = y (f, V). tt HR) HIER 
数 的 变化 分 析 表 明 ， 当 它 靠 近 边 界 时 更 重要 . 这 就 导致 用 
“Riemann 和 ” ( » XY, vo 7? R # Lusin 函数 


zeS\ TÝ xa) 


( {| KOAK ay)" 
Txe) 


第 二 个 替代 是 用 本 章 所 使 用 的 紧 支 集 小 波 去 代替 VO, FA 
用 相应 的 二 进 区 间 1=[k2 (kt) ERE AES KK, 
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EST (x5) 
再 回 到 HR) 函数 的 例子 . 我 们 认为 logz 在 Imz>0 44, # 
且 是 由 logi=0 和 定义 的 . 这 时 f(2)=7 'logz+ù) Æ HR RM 


一 个 例子 . WR) 函数 的 一 个 明显 的 例子 定义 如 下 : 当 > + 


M, fO=0; MALS > Bt, O= dog)? BHAA 


数 的 原子 Aao Sf 在 “二 进 环 ” U,= [一 2 —2"i1]0p2 it, 277] 
上 的 限制 ， 所 以 很 容易 就 号 出 了 这 个 函数 f 的 原子 分 解 . 
HR, PR f(x)=x dogxt+i)? (x>0) X f(0=0 (x<0) À 
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管 积 分 值 为 零 ， 但 却 不 属于 HA). 

这 件 事 可 以 从 logi€BMO, LAR g(x) =inf(0, logd) E Æ F 
BMO 看 出 . g(x) Æ bd <1 时 是 logii, MÆ |x| 之 1 HEF. 容易 
看 到 ， 如 果 f@W=x 'logx+i) * (x>0) & f(%)=0 (x<O), ABA 
| ()gGdx= — ©. 


PR À logid Æ BMO(R’) 函数 中 最 著名 的 例子 ,这 个 例子 在 两 个 
方向 上 被 推广 . E. Stein CATERER, A p(x, +, *%) 是 任 一 个 非 
恒 为 零 的 多 项 式 ， 则 log | p(x,…, x,jEBMO(R"). 

另 一 个 推广 如 下 . 设 u>0 是 一 个 Radon WE, id u*(x 


=sup -5 MB)， 如 果 OO 几乎 处 外 有限， 那么 logj*COEBMO(R"). 


当 4 是 0 点 处 的 Dirac 质量 时 ， 它 给 出 例子 loglx| ((75)). 
现在 我 们 来 考虑 H'(M). Stein 和 Weiss 最 先 把 它们 定义 为 
AUR), HHRS 也 都 属于 Li(R') 的 函数 的 集合 ， 其 中 1<j<n, 


而 R= 元 (Ayt 是 Riesz 变换 .因此 向 量 (f RÉ RS) 可 
以 写成 


ô ô ô 
(- + u(x, t), Ox, ues D) 7 Oy, WO ) 


t=0 > 


其 中 u(x, D=e Vi (AVF f ) 是 个 调和 函数 . 在 这 里 ， 我 们 又 


重新 发 现 了 Stein 和 Weiss 的 基本 想法 ， 这 就 是 用 调和 国 数 的 梯 
BERTHS A KR. 

决定 性 的 事情 是 C. Fefferman À A Y H! 5 BMO z ial H 
Perk. 这 使 Coifman 和 Weiss 改变 了 对 五 的 看 法 ， 而 把 原子 定 
义 作 为 出 发 点 . 建议 读者 参阅 [109] 和 [75) 

在 (231] 中 ，A Uchiyama 解决 了 用 Riesz 变换 以 外 的 算 子 刻 


一 213 一 


划 A(R") XA AL. 设 meC”(R"M0} ) 是 一 个 0 次 齐 次 函数 ， 
MER m REM BES Tor (M(Um)=mj Ks (N=f 
Æ f 的 Fourier 变换 . 

x, H 可 以 用 条 件 MfEL!, =, M AL 刻 划 ， 当 且 仅 当 
相应 的 乘 子 mE), …， mi(s )( 它 们 在 原点 外 是 C 的 ， 并 且 是 0 
次 齐 次 的 ) 满足 以 下 条 件 : 对 任意 。 关 0， 和 矩阵 


mao(e)， UT m ,(S) 
ma—$), °°, m,(— Š) 


的 秩 是 2. 

我 们 注意 到 ， 现 在 并 不 要 求 f eL'( 但 这 是 事后 必须 验证 的 ) 
通常 的 情形 是 k=n, mo $ )=1, ms )=i6,/|6¢ |. 

H 空间 与 级 数 在 天 中 无 条 件 收 印 的 关系 是 由 B. Maurey 的 
先驱 工作 所 开创 的 . 他 证 明了 ， 于 空间 有 无 条 件 基 . L. Carleson 
之 后 还 有 P. Wojtaszczyk， 找 出 了 某 些 无 条 件 基 ， 可 以 看 到 ， 我 
们 对 HF) 的 看 法 仍然 通用 于 过 去 的 处 理 方法 ， 这 是 因为 我 们 用 


fEL' 和 supl Uf ) <0 来 刻 划 H， 其 中 U, 是 改变 小 波 系数 符 


号 的 算 子 . M, U.Y)=oM), MoA=+1 这 个 算 子 
U,(weQ= {—1, DO EE VI 章 的 Calderon 一 Zygmund 算 子 . 这 表 
H, Us 5 R, 是 同一 族 的 . 我 们 刻 划 五 的 方法 把 这 些 “创始 之 
父 "联系 了 起 来 . 

在 结束 文章 的 述评 之 前 ， 我 们 想 指出 怎样 定义 周期 的 BMO 
空间 . 仪 限 于 一 维 情形 ， 因 为 一 般 情 形 是 类 似 的 . 虽然 周期 为 1 
的 Lh. 函数 可 以 由 以 周期 1 延 拓 任 一 个 [0,1] 的 函数 而 得 到 ， 
但 对 BMO 来 说 ， 相 应 的 性 质 可 能 不 被 满足 . 我 们 定义 周期 的 
BMO 空间 为 BMO(R) 的 一 个 子 空 间 ， 它 由 周期 为 1 的 郴 数 组 成 ， 
这 个 子 空 间 并 不 与 周期 地 延 折 BMO[0, 1] (ER BMO 函数 在 
[0, 1] 上 的 限制 ) 而 得 到 的 空间 一 致 . 
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我 们 用 goj= 1, g, "RTE RS 11 节 的 周期 小 波 . 
周期 的 BMO 空间 是 用 加 在 这 组 基 的 系数 上 的 Carleson 条 件 来 刻 


划 的 . > APSC, 其 中 当天 =2+rO<r<27) 时 , EK 
间 [r2 +129, 而 7 是 {f0，!] 中 的 任 一 二 进 区 间 
例如 ， 设 È P< oo， lxj| 是 下 降 的 序列 ， 则 Legt) 属于 周 


期 的 BMO， 反 之 ， # Yiap=—, 并 且 lon 下降 ， 则 Log À 


是 一 个 分 布 ， 而 绝 不 是 一 个 测度 . 

最 后 ， 我 们 谈 到 乘积 空间 HP). KERM R. Feffeman 在 
他 们 的 一 系列 重要 文章 (C51)，€110)，C111)) 中 研究 过 它们 . 

部 分 的 Hilbert 变换 H, Al H, À 4} SUA HEF -i sign č, 和 
一 i sign 6 定义 的 ， 其 中 。=(6|，6,)e 民 如果 四 个 函数 了 
Hi), Hf), HAAS) 都 属于 UR, WES 属于 乘积 空间 HP). 

我 们 用 .* 表示 民 上 所 有 二 进 区 间 的 集合 ， 用 Yder) ER H 
r 之 1 正则 的 多 分 辨 率 分 析 得 到 的 (R) 的 小 波 基 . 

XH, FAY Ov, (CL DE + X +) 就 构成 了 乘积 空间 
HO) 中 的 一 组 无 条 件 基 . 确切 地 说 ， 用 多 表示 所 有 二 进 和 矩形 
R=IXxJ 的 集合 ， 并 记 vd, =Y O. 用 这 些 记 号 ， 级 数 


LARW: 属于 乘积 空间 HP), SAMY z XRY Rr)? ELIRA. 


KOUB, HER BMO 是 由 “Carieson 条 件 " Y ARY CO 


来 刻 划 的 ， 它 现在 应 该 被 尽 上 所 有 开 集 人 2 所 满足 ， 
这 些 由 P. G. Lamari 重新 发 现 的 刻 划 很 容易 从 张 圣 荧 和 和 
R. Fefferman 的 工作 得 到 . 
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第 VI 章 . 小 波 与 函数 空间 


L 引 #8 


在 本 章 中 我 们 将 证 实 ， 作 为 LR) 中 正 交 级 数 的 小 波 级 数 ， 
对 分 析 许多 其 它 的 函数 空间 仍然 是 有 效 的 .这些 空间 诸如 : LP) 
(1 <p<%); L7'(R)， 其 中 s 是 用 来 表示 正则 性 的 指标 ;H6lder 空 
间 ; Hardy 空间 ; Besov 空间 等 . 

这 些 不同 空 间 的 函数 (有 时 可 能 是 组 分布) 可 以 写成 如 下 形 
式 、 在 齐 次 函数 空间 为 


SHL Va): (1.1) 
在 非 齐 次 函数 空间 ， 就 是 
IDSE, DADE TG WG). (2) 


在 这 两 种 情形 ， 所 瑟 出 的 级 数 依 所 考虑 的 函数 所 在 空间 的 模 
无 条 件 地 收敛 到 三 (9 
正如 曾经 指出 过 的 ， 证 明 Banach 空间 8 的 一 族 向 量 e,(AeA) 
是 一 组 无 条 件 基 ， 要 做 如 下 两 个 验证 ， 其 中 一 个 是 直接 的 ， 另 一 
个 是 精巧 的 . 
(a) exMeA) 构 成 了 B 的 全 体 ( 也 说 是 完备 的 )， 即 e, 的 线性 
组 合 构 成 了 BE FE]; 
(b) 存在 常数 C>1， 使 得 对 所 有 满足 Supjmx|<1 的 序列 
mi(4e 人 A)， 存 在 算 子 T (FXE, AF), CRER 
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H) Æ B EEZ, G ITI<C, 并 且 Te)=me(AÆA), 

要 验证 的 算 子 了 实际 上 是 Calderon -Zygmund BF. 这 个 算 
子 在 所 考虑 空间 上 的 连续 性 将 用 第 证 BA REAR RAV BS 
绍 的 David 和 Journé 的 TD 定理 得 到 . RÉ, RORA IREA 
的 次 序 来 叙述 . 这 点 请 读者 原谅 . 我 们 打算 把 本 书 的 前 六 章 全 部 
用 于 讨论 小 波 ， 而 尽 可 能 少 地 谈 到 算 子 ， 以 便 有 更 多 的 人 阅读 前 
六 章 . 

本 章 一 开始 ， 就 讨论 用 小 波 级 数 给 出 LR) (1 <p<o) 的 刻 
R. 这 个 刻 划 自然 地 扩张 了 已 经 得 到 的 HR) 的 刻 划 ， 但 显然 不 
能 用 于 L'5 L° 空间 (它们 没有 无 条 件 基 ) . 在 一 定 意义 上 ， 小 
波 对 求 导 和 积分 是 稳定 的 . 因此 当 | 不 超过 小 波 的 正则 性 指标 > 
时 ， 得 到 空间 LP 的 刻 划 就 不 足 为 怪 ， oui LS PP RY 
分 数 次 积分 或 微分 . 

接着 ， 我 们 讨论 0<p<1 时 的 Hardy 空间 AP. 

本 章 第 二 部 分 讨论 人 们 已 经 多 少 知道 一 些 的 Besov 空间 . 它 
们 也 是 用 加 在 小 波 系数 模 上 的 很 简单 的 条 件 来 刻 划 的 . 

本 章 最 后 一 部 分 讨论 Banach 空间 理论 中 的 两 个 经 典 问 题 ( 圆 
盘 代 数 的 Schauder 基 和 全 纯 Hardy 空间 H 的 无 条 件 基 ). 这 
里 ， 用 小 波 理论 可 以 得 到 一 个 优美 的 新 解答 . 


2， 属 于 LR) RET LR) 的 判别 法 


在 整个 这 节 中 ， 设 l<p<o, 我 们 必须 排除 极端 情形 p=1 
和 p=, 

让 我 们 园 忆 一 下 : A 1=2"k+2 le 的 集合 , 其 中 je, 
keZ, &E, EE 是 集合 10, 1}"”， 但 要 除去 (0, 0, …, 0). 请 注意 ， 
j KE 是 以 瞧 一 方式 被 4 确定 的 . OA RAH x—-kE00, 1)" 
定义 的 二 进 方 体 ， 而 La OA) MERE, OF 的 体积 记 为 
lO). 
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BE, VUEA)EM LR) 的 > 正则 多 分 辩 率 分 析 得 到 的 一 组 
小 波 基 . | | 


定理 1 EDR) PU<p<%), 下 面 三 个 模 是 等 价 的 . 
(D If i; 
CHOCO Arne), 


CHOCOLATE DE FE 


此 外 ， 一 个 小 波 级 数 属 于 Ze(R)， 当 且 仅 当 后 两 个 模 之 一 为 
AR. 

先 验证 第 一 个 模 与 第 三 个 模 等 价 . 

AM, BQ BRARS{-1, 1}， 我 们 赋予 它 一 个 Bernoulli 


概率 测度 dix(w)， 这 个 测度 是 每 个 因子 在 一 1 和 1 处 有 质量 方 的 


测度 的 乘积 . 因此 人 2 的 元 @ 就 是 一 个 由 土 1 组 成 的 序列 of) (AeA). 
对 任意 oQ, HT: LFP) -> LR) 表示 由 TQ) =O), E 
义 的 算 子 . 


引 理 1 T (CEA) 的 集合 是 Calderon 一 Zygmund 算 子 的 一 个 
有 界 集合 . 


HF TE LR) 上 的 保 范 变换 ， 又 对 weQ， 核 Kx y) 
=Z O(A) 一 致 地 满足 
[Ku(x,y)1<Clx— y", 


[OK,/éx,| + (OK, /Oy < Ci|x 一 yi Tan] ’ 
这 个 引 理 是 显然 的 . 
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我 们 要 用 的 第 二 个 引 理 是 著名 的 Khintchine 不 等 式 ((239) ) . 


引 理 2 在 由 函数 SC) = 2 aAA) 组 成 的 LO 的 闭 子 空间 


E, MARL Q, de)’ (0<p<©) MERKS Hr. BD 
存在 两 个 常数 Cp >C',>0, 使 得 


cl ace) < (| [S(@)]? TO) < c (5 cae) 


我 们 由 此 来 证 明和 定理 ! 的 模 等 价 性 . 由 Calderon - Zygmund 
Mi, A ITAAS il, Mae. 把 这 个 不 等 式 两 端 p KI 
后 ， 对 we0 取 平 均 ， 便 得 到 在 多 xQ 上 带 有 测度 dxdu(o) 的 二 重 
积分 ,再 用 Fubini 定理 和 Khintchme FER, WE 

(Sor WG)" 


<C'If I. (2.1) 


为 得 到 反 向 的 不 等 式 ， 在 (2.1) 左边 取 p UE, TE AU 
ARANAS), EM Khintchine 不 等 式 的 第 二 部 分 ， 该 积分 就 控 


HTC | IT, CIE dao). RE, BRB TEL A FI 


<CIT{N)I, CVE), Aut if l, SC NYT. 
为 了 证 明 11,5 (Zier rac)? |, matt. 


由 已 经 得 到 的 等 价 性 ， 使 用 第 亚 章 第 8 节 的 紧 支 小 波 . 

设 m 是 一 个 整数 ， 使 得 每 个 涉 , 的 支 集 包含 在 方 体 mA) 中 
(ES Q() 有 相同 的 中 心 ， 但 边 长 是 MO) 边 长 的 mir). 

il n 4 Haar BH WAEA), W =) +2, A 所 在 对 
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CD 进行 子 分 划 所 得 的 2 个 小 二 进 方 体 中 的 每 一 个 上 取 常 
数 ， 
我 们 定义 西 算 子 U: RY) 一 LR) AUD = Ve). 


引 理 3 @i<p<~%, MAT UÈ LR) LH. 


这 个 引 理 再 加 上 定理 1 中 对 模 的 概率 解释 ， 就 完成 了 定理 的 
证 明 . 

为 证 明 引 理 3， 我 们 指出 ，U 是 二 进 及! 空间 与 经 典 的 H Z 
AST, TAR, UB UR) 的 保 范 变换 .由 插值 定理 ，U 与 
U-! 当 1<p<2 时 在 LR) 上 是 有 界 的 ， 这 里 用 到 了 AS Vs 
间 的 插值 定理 ， 读 者 可 以 在 C109) 中 找到 它 . 

但 我 们 也 可 以 用 另 一 个 插值 定理 来 证 明 U 与 UE LR) 
FR, FE l<p<2. 这 就 是 Marcinkiewicz 插值 定理 (5[217])， 
MEA US UEA LRS LP 有 界 的 . 建议 读者 参阅 下 
一 章 第 3 节 ， 那 里 将 介绍 我 们 所 用 的 这 一 方法 . 

HAV 章 第 3 节 直 接 可 得 U 与 UTALAS LERH. 


ERE, UTRA EOV), TER y kE NEE h 
的 正则 性 保证 的 、 
由 于 UHR D VO) Ht y BA ENHE, U: L'— 5 L' ft 


连续 性 似乎 有 问题 . 
但 是 这 个 困难 仅仅 是 表面 的 . 为 了 证 明 U 的 弱 连 续 人 性 ， 设 
fEL\R), STE EAE t>0 上 做 Calderon 一 Zygmund 分 解 . 我 们 
得 到 坏 函 数 b(x)， 它 是 支 在 二 进 方 体 0;, 上 的 一 个 个 100 的 和 ; 此 
外 , DC EO, 上 的 积分 为 零 ， 并 且 IQJ< fi, Ha, 4 
xémQ t}, 有 
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U(b,)(x) PAZEI] h(y)b (y)dy =Q. (2.2) 
Q; 


事实 上 ， 要 使 积分 不 等 于 零 ，h 的 支 集 0(W) 就 应 与 OA 
交 . 然而 两 个 二 进 方 体 相交 ， 只 能 是 一 个 包含 另 一 个 . 如 果 OÙ) 
<Q, BBA Suup 如 cmQ;。 并 且 当 AmQ H VO STS. MR 
Q,-QA 38 FA, RWA 8; 就 包含 在 OA FH RIM —- TH 


tech. 因此， 有 在 O 上 是 常数 . 故 | pb ydy=0. 
Q; 


REEERE 章 第 3 节 的 方法 与 记号 ， 由 等 式 (2.2) 就 
得 到 了 算 子 U 的 (L， 弱 LL) 连续 性 .由 于 不 用 Marcinkiewicz À 
数 ， 这 比 通常 情形 的 证 明 更 容易 . 

因为 品 是 LR) 上 的 西 算 子 ， 所 以 它 的 共 轿 就 是 它 的 逆 ， 这 
FE, 2<p <0 的 情形 就 可 从 1<p<2 的 情形 推出 . 

现在 来 考虑 一 般 的 Sobolev 空间 Lr (也 记 为 Ww), RIEZ 
MEM. ASB 1<p<o 及 0<s<r 的 情形 , 其 中 7 是 小 波 的 正 
则 性 指标 .然后 考虑 -~r<s<0 的 情形 . 最 后 讨论 相应 的 齐 次 空 
间 的 情形 . 

当 1<p<%, sss ETEA), L- Æ 上 的 一 个 子 空间 ， 


它 由 (1 一 A) 了 feL(R") 的 函数 组 成 ， 其 中 算 子 的 作用 是 在 分 布 意 
义 上 取 的 .换言之 ,存在 函数 GEL), 满足 5(E)= 141 EPO). 
我 们 假设 由 多 分 辨 率 分 析 得 到 的 小 波 是 > 正则 的 ， 而 r>s. 
这 样 ， 有 判别 属于 72* 的 充分 必要 条 件 . 
命题 1 小 波 级 数 属于 LR) (1<p<%, 0<s<n, HAT 
区 lxCDOPGL+ #20242) ELAR) (2.3) 
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先 对 Littlewood — Paley 多 分 辩 率 分 析 (8 II 章 第 2 节 ) 的 情形 
证 明 这 个 结果 ， 然 后 指出 在 一 般 情形 所 要 做 的 改动 . 

在 Littlewood 一 Paley 多 分 辩 率 分 析 中 ， 对 EZ, keZ, &E, A 
PO =A x-k, HR 2-1 个 函数 V RF Schwartz 函数 
类 o (R). SR, Fourier 变换 VC) ELA BE 0 的 邻 域 为 
零 、 对 任意 ER, AA, 即 设 T= (AY JR 
Fourier 变换 表示 ， 就 是 FAE )=] E P WS). 

一 旦 yume, BAR 


W (x) = 2" 02ix— k), (A= 2k +27} te) (2.4) 
ne SC PR AE Vi (x). 
用 名 表示 由 Z, W=v> 所 定义 的 算 子 . 为 了 证 明 命 题 1 
我 们 先 来 建立 以 下 的 结果 . 


命题 2 HERRER AT y, 在 1<p<% 时 ， 是 LR) 
到 自身 的 同 构 . 


特别 地 ， 为 计算 级 数 了 (WWi() 的 LP 模 ， 只 要 根据 定理 1 
对 YAW 0) 作 相应 的 估计 ， 
现在 来 证 明 ， 命 题 2 蕴含 着 命题 1 首先 看 到 : wR fv: 


(s 之 0)， 那 么 (一 A) 了 ff 有 意义 ， 并 且 它 属于 L?， WAS HL 
等 价 于 if + —Az SA, . 

为 说 明 这 一 点 ， 我 们 作 Fourier À. HI FREE BY. 
1-|EP G+ EP? 是 函数 gELi(R') 的 Fourier BHR. 这 正 是 我 


们 要 说 明 的 . 
为 了 估计 Vay) L, REXHA (—A)T 。 
y uCO=》 AY) À LPR. SSSA WV 的 定义 得 
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到 .于 是 用 命题 2 就 得 到 了 命题 1 
首先 在 p=2 时 证 明 命题 并 且 得 到 HWAT M, 的 显 
式 ， 先 建立 下 面 的 引 理 . 


引 理 4 对 所 有 的 ER, 函数 V2 (9 构成 了 LR) 的 一 组 Riesz 
w, HAS PEA V (AeA). 


为 证 明 引 理 4， 我 们 使 用 将 在 第 姬 章 第 3 节 得 到 的 结果 ， 从 
该 结果 知道 : | 


Lay (|, < co X jar)" | 25) 


PRS AR, BGR V ACA) 是 几乎 正 交 的 . 这 个 正 交 
PEM, 的 构造 ， 即 从 函数 的 局 部 性 ， 正 则 性 及 相 消 
性 得 到 的 ( 见 第 项 章 定义 3 和 定理 2). 

一 旦 有 了 (2.5) 式 ， 注 意 到 V =2 (A), MAIRE. 4 
ACA, (V7, Yr) =0; 而 当 4= 炎 时 ， 它 等 于 1 因为 当 用 一 ? 
代替 ?时 ，(2.$) 也 成 立 ， 可 以 立即 就 有 反 向 的 不 等 式 ， 即 


Era: (x) , > s0) (9 COR 


BE, MB, MU RT LR 的 全 体 . BRM Se 
LR) 与 所 有 这 些 VA 正 交 ， 则 对 任意 AeA, (f, (— A) ¥)=0. 引入 


分 布 S=( 一 A)z f KABER. 这 个 分 布 属于 Sobolev 空间 H”, 


并 且 满 足 《S, ,》=0CeA)， 其 中 《< + , ) 表 示 分 布 与 试验 函数 之 
间 共 轿 性 的 双 线 性 形式 ， 同 时 也 使 用 了 LL 是 实 值 的 事实 . 由 
Sobolev 空间 的 小 波 刻 划 ， 得 到 S=0， 引 理 4 证 毕 . 


— 223 一 


引 理 4 的 意义 是 : 算 子 乡 是 LMP) El LR). SK 
布 核 是 LY CAO), CEFE Q=R xR {x+y} LARA 


第 而 章 的 Calderon—Zygmund 估计 . Ait, SZ UERR LR’) 
上 的 连续 算 子 (1<p<o). 下 面 考 虑 由 4 )== 业 eA) 定义 的 


ET #. 它 的 分 布 核 是 LG). 完全 与 SMF, gw 


以 延 拓 在 整个 上 空间 上 的 连续 算 子 h， 最 后 因为 紧 文集 的 连续 
函数 (属于 CRD ) 在 LR) 中 稠密 ， 所 以 在 LR) 上 有 ges 
=] 命题 2 就 全 部 证 完了 . 

现在 我 们 过 滤 到 一 般 的 由 r 之 1 正则 多 分 辨 率 分 析 得 到 的 小 


波 的 情形 . EKE ERIA, URHEA)? VAA T y 


的 正则 性 、 无 穷 远 处 的 速 降 性 以 及 振动 性 ， 其 中 米 是 构成 正 交 
其 的 一 组 小 波 . 

我 们 将 使 用 第 五 章 引 理 12 的 记号 和 结果 、 特 别 是 ， 用 zx 
示 不 超过 > 阶 的 导数 都 在 无 穷 远 处 速 降 的 函数 的 集合 . 因为 当 


Sri, KRE xvod RER, A 


Y'(x) =) LHC) (2.6) 


其 中 
Winer FFA [uscodx=o. 


AT DAK PER (- A)“ T 事实 上 ， 使 用 Fourier 变 


MiG, MALHAA]EL VE) 7. #1 BR 1=¥,€ )+ (6), 
其 中 9, 是 一 个 无 穷 次 可 微 的 、 紧 支 的 、 并 且 在 原点 的 邻 域内 等 
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于 1 的 函数 . 这 时 ， 对 所 有 的 s>0, | lp ) 是 一 个 在 无 穷 远 处 
速 降 的 可 积 函 数 天 (09 的 Fourier 变换 . 5 KOBE, HAR 
变 . KARHE |E LE WCE), 我们 使 用 (2.6) .这 就 归结 为 讨论 
ETE lo NUE) 由 于 邮 =r>s 所 以 出 现 的 项 都 是 这 样 的 函 
数 的 Fourier 变换 ， 它 们 本 身 及 其 导数 都 是 无 穷 次 可 微 的 ,并 且 在 
无 穷 远 处 为 Ol. 

总 之 ，( 一 A) -7z 米 是 一 个 不 超过 rr 阶 的 所 有 导数 都 是 
OUdx 9 的 并 且 积 分 值 为 零 的 函数 . 


类 似 的 推理 可 以 用 于 (-A) oe. 这 时 当 变 大 时 ， 正 则 性 


降低 . 我 们 得 到 一 个 积分 值 为 零 的 在 无 穷 远 处 为 O( |x |") 的 
r—s BY Holder 函数 ， 
使 用 在 Littlewood — Paley 多 分 辩 率 分 析 的 情形 用 过 的 推理 ， 
就 在 OSs<r 的 情形 ， 得 到 了 同样 的 结论 . 
现在 来 讨论 ~r<s<0 的 情形 . 我 们 先 定义 s<0 时 的 空间 
Le (R). 5 A RY Sobolev 空间 的 情形 相同 ， 可 以 用 Lr (RB) 


GA) LR) 定义 ,但 也 可 以 定义 Les 为 12- 的 共 斩 空间 ， 
其 中 9 MILER (— + 一 =1)， 并 且 我 们 认为 前 一 个 空间 是 


一 个 分 布 的 空间 ， 而 后 一 个 空间 是 相应 的 试验 函数 空间 . 
我 们 打算 证 明 下 面 的 结果 . 


命题 3 一 个 小 波 级 数 属于 L (RO (1<p<%, —r<s<0), 
HS 


(Zear mara) sm 27) 


这 里 给 出 的 刻 划 显然 是 命题 AEA. RATER 
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BE. 设 E 是 一 个 自 反 的 Banach 空间 ， 设 e(AcA) 是 五 的 一 组 无 
RIFE. DURE et = f EA) E E MAS E* 的 一 组 无 条 件 
R, IR fi(ei,)==6， ,来 定义 . 

级 数 2 xjeEE 具有 可 以 用 它 的 系数 的 模 lx(4 来 刻 划 的 性 


R. Hit, BH BCE" 也 仅仅 依赖 于 模 BCD 事实 


土 ， 该 序列 可 以 这 样 来 刻 划 : 当 È x(4)eiE 瑟 时 ， 级 数 1x(| + 
KOLE 

ERMEE, E=L* * E*- #H ES E* 
SAR ch SU EMEA 2 BERG Ak, Y, 
(EA) HEP BRBEARS. 由 以 下 引 理 就 证 明了 命题 3 

引 理 $ 设 pe(l,©), q Æ p HHR. A w(4) 表 示 一 个 严 
格 正 的 数列 . 设 EE 是 所 有 使 BrP ) 属于 
L? (RF) 的 序列 %(4) 构成 的 Banach 空间 ,其 中 0 (A) E Erp AY a 
72 模 定义 . WE Asie Fr 是 所 有 使 得 D TO) aw) 
属于 LP) 的 序列 BA) 组 成 的 Banach 空间 . 而 这 两 个 序列 空间 
Ay FE He TE FH LAPA) 给 出 . 


我 们 来 说 明 它 .把 序列 a) QeA) 与 辅助 函数 f(x) =D a (4) 
六 (4)Wi(x) 联 系 起 来 ;同样 ,把 序列 BA) 与 gg => Bo -IN 
V0) HR EX. JU fra = Da(B(). x(4) (4eA) 在 E 中 的 
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模 等 价 于 f EVR) 中 的 模 ， 这 个 等 价 性 是 由 定理 1 提供 的 . 最 
后 ， 从 严 与 王 的 共 撤 性 就 推出 了 这 个 引 理 

我 们 暂时 停 下 来 ， 对 命题 1 和 命题 3 作 些 发 挥 . 小波 构成 了 
所 有 满足 1<p<oo 并 且 |s<r 的 空间 L ;的 一 组 无 条 件 基 . 

此 外 ， 若 0<s<r, Rf 是 I :的 一 个 消 数 ,5 BHM 
LL 的 一 个 分 布 ， 则 这 个 分 布 与 这 个 试验 明 数 之 间 的 共 思 e 性 可 


以 写成 一 个 绝对 收敛 级 数 的 形式 <S, > =2,a (å) B (4), 


其 中 a(d) E S 的 小 波 系数 ， 而 LORS 的 小 波 系数 . 
而 使 用 Fourier 级 数 ， 这 些 性 质 根本 不 存在 . Gp, q BIER 
指标 ， 并 且 1 <p<2<q<0, REH f EL?[0, 27], gEL![0, 27] 


时 有 = [ré Yad b: ， 但 右边 的 级 数 ( 一 般 ) 不 是 绝对 
KAK (只 知 当 m 趋 于 无 穷 时 ,部 分 和 Sab ws [ fax). 

AIEE, LRA MERSO LO MAR. 这 次 ， 使 
Fi h eB P(x— 4) AEZ) A A(x) (AeA, 720) 构成 的 LR) 的 正 交 


基 . 
即 我 们 想 通 过 表达 式 


= LEC)PG- D +2 MY) 2.8) 


j=0 AeA, 


得 到 EL HRK BA) (eZ) FN mA) eA, j>0) WR. 
下 面 的 定理 给 出 了 这 个 刻 划 


定理 2 级 数 (2.8) 属 于 L (<p<%, Is<r), 当 且 仅 当 序列 
parz, H 
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(5 L 24 ()F ni09 POLI) 2.9) 


可 以 把 (2.9) RRA: 一 个 局 部 的 条 件 及 一 个 对 局 部 模 在 无 
穷 远 处 所 加 的 条 件 . PXE, f QEL, 当 且 仅 当 在 网 点 TH 
点 上 附近 ，f 被 一 个 适当 的 函数 veo (RD) 所 局 部 化 ， 这 些 被 局 部 
化 了 的 函数 SO k) KE) 都 属于 L, 并 且 它 们 的 Lr BE 
序列 属于 P (2). 

为 了 说 明 这 点 ， 设 儿 为 所 有 边 长 为 1 的 二 进 方 体 的 集合 . W 
么 边 长 为 2 和 &1 的 二 进 方 体 0e 就 包含 在 某 一 个 并 且 仅 包 含 在 
— Reg 中 ; 同样 ， 所 有 的 4=K27 +E keZ, j20, EEE) 属 于 
某 个 并 且 仅 属于 一 个 R. 这 样 , (2.9) 左 边 级 数 的 项 42" (A), (x) 
就 分 组 了 ， 它们 形成 了 Lod), Fito (x20, HEH o 的 支 集 


包含 在 方 体 R 中 . 
我 们 用 o) 表示 所 研究 的 小 波 级 数 的 部 分 和 AAC, On 


就 构成 了 整个 级 数 JO) D AC) 在 R 附 近 的 局 部 化 . g(x) 的 LP’ 


模 等 价 于 w 的 LR, 最 后 ，j 的 LS 模 等 价 于 局 部 化 模 lois 
的 P(2") 

由 于 (2.8) 右 边 级 数 是 这 样 得 到 的 ， 即 从 了 出 发 ， 用 小 波 级 
数 去 分 解 ， 再 对 指标 j<0 求 部 分 和 ;定理 2 的 证 明 就 是 显然 的 
T. 这 只 需 使 用 命 愿 1 或 命题 3. 

现在 叙述 定理 2 的 一 个 推论 ， 它 是 用 于 量子 场 论 的 计算 的 . 


当 了 (是 由 (2.8) 给 出 时 ， 我 们 要 计算 1(-A+D-7zf |. À 


M, SAMA LERES, EBS WOR. 使 用 
(2.9), ， 则 所 求 的 模 就 等 价 于 BA) (ez) Hy l'E 
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(| (5 i 2" eA no)? dx)" 
的 和 . 


RHIN, 48) “EA” WS “EE” M, “正方 ”项 是 


2, 2, 26 Vad ; 


j20 AeA 


“矩形 ”项 是 
2, 2, 2072 aCA) Jaa? ， 


Med 


其 中 A <A RAR OCIS), OA HH 2Xx 一 kel0, D "定义 的 方 
RK, 而 A=2-k +274 'e (CER). 
在 结束 空间 Lr 的 讨论 之 前 ， 对 相应 的 齐 次 空间 略 作 说 明 是 


合适 的 .记得 /的 Le REA 上 (一 A)z 了 上 定义 的 ,对 在 平移 和 


展 缩 下 不 变 的 函数 空间 E, 而 五 又 满足 连续 包含 关系 CEC’, 
我 们 用 解决 以 下 问题 来 定义 相应 的 齐 次 空间 .这 个 问题 就 是 确定 


实 指标 xsR， 使 得 在 巨 的 一 个 稠密 向 量子 空间 上 ，lim Alf Ad, 


FE. 按 定 义 ， 这 个 极限 就 是 了 在 与 已 相关 的 齐 次 空间 上 的 模 . 
空间 DR') 是 齐 次 的 : LP 模 是 平移 不 变 的 ， 并 且 指 标 % 取 值 


— z . 然而， 空间 L'R) CeR) 不 是 齐 次 的 . E 属于 由 RR) 
中 所 有 和 矩 都 是 零 的 函数 组 成 的 子 空间 .% RY), WY A 趋 于 无 穷 
BT, ISAD 就 等 价 于 A> N, Cf), HN, (f= IA Sl, 


由 Fourier 变换 可 以 看 出 , I(—A)7 f i 是 有 意义 的 .事实 上 ， 
FONTE (EES R), 它 的 各 阶 导数 在 0 点 都 是 0. 
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因此 ，( 一 A) zf e% R) EH L'ÉRA RE. 
相应 于 空间 LDO 的 齐 次 空间 记 为 LD, CBRL HEL 


HEX I-A)? f l, < 中 仅 保 留 条 件 N, AIEA? f |, < oo 
来 定义 的 . 但 是 我 们 不 希望 齐 次 空间 LORMAN, (AA 


限 的 函数 / 的 集合 .例如 ， 当 0<s< 一 时， 我 们 不 想 让 函数 1 
属于 1*;， 尽 管 当 s=2 时， 显然 有 A()=0. 
为 定义 Le, Aq 表示 由 一 + 二 =I RENAN, R 


们 区 分 三 种 情形 : — Cet ss- Rs”. 
d P q P 


AE, ELAR, BRN, ,下 的 完备 化 . 
这 时 ， 问 题 在 于 知道 ， 这 个 抽象 的 完备 空间 是 否 是 一 个 函数 空 
间 ， 或 等 价 地 ， 是 否 一 个 试验 函数 列 依 N, , 模 收敛 蕴含 着 它 在 
SAR MEWH. 容易 验证 ， 这 是 正确 的 . 值得 注意 的 是 ， 当 
s> 时 ， 就 不 是 这 样 了 . 例如 ， 如 果 s> 一 ， 设 4 趋向 于 无 
F, MER IAN wR, O's) HEN, (9) BF 0， 但 在 分 布 
意义 上 ， 这 同一 个 函数 列 却 趋向 于 YO) 

我 们 来 考虑 第 二 种 情形 s<- 


这 与 第 一 种 情形 的 差别 是 : 如 果 试 验 函 数 9 的 积分 值 不 是 
零 ， MON, (P)= + ©. 
因此 ， 从 空间 gov RQ) DR, E AANE ASH KK e 
组 成 ， 并 把 它 用 模 N, ,完备 化 . 用 下 面 的 方法 亦 可 得 到 同样 的 
FAR: RENTE, 使 它 满足 一 一 -ml<s<— 2 —m, 
然后 定义 多 , AD (RB) 中 满足 jxXpCOdx=0 (la|<m) 的 函数 9 组 
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成 的 空间 ， 最 后 定义 LH 久 在 模 N, ,下 的 完备 化 .此 外 ， 
LP :还 是 缓 分 布 的 空间 . 


最 后 考虑 s> = 的 情形 . RIER L°5 L > ase Be 


(注意 : p'=g 与 9 =p 这 两 个 条 件 是 相同 的 ) Ask. Ss 
af, PRA tt BE PSE EE SSD Les. 


W 


用 一 +mss< 7 tm +1 决定 一 个 整数 meN， 然 后 定义 


Le: HRA LY A a HOSE BESS I (p', s 是 p 与 s HAE). 
由 此 得 出 ，L” 是 模 掉 次 数 Sm 的 多 项 式 的 分 布 的 空间 ， 它 不 再 
是 函数 空间 了 . 

回 到 用 小 波 系数 的 模 去 刻 划 经 典 函 数 空间 的 方法 . 设 r>1 
是 一 个 整数 ， 峭 (AsA) 是 一 组 由 正则 多 分 辩 率 分 析 得 到 的 小 波 
正 交 基 . 为 了 能 用 小 波 系数 的 模 刻 划 空间 Les, 首先 必须 有 : 小 
波 能 够 充当 分 析 分 布 Sej* ;的 试验 函数 . 当 r>|s| 时 ， 这 个 条 件 
一 定 满足 ， 我 们 就 是 这 样 假设 的 . 下 面 应 该 避免 让 函数 1 属于 所 
有 的 空间 LDS 理由 是 1 的 所 有 小 波 系数 都 是 零 . 避免 这 第 二 个 
陷 井 的 方法 是 假设 SR) 实际 上 是 一 个 小 于 阶 的 分 布 , 并 假 


设 当 s< 一 时 ，$ 的 小 波 级 数 在 分 布 意义 上 收敛 于 SS 而 当 


m + 站 <s< F +m 二 1 时 ， 要 假设 $ 的 小 波 级 数 在 模 掉 次 数 小 


于 等 于 mm 的 多 项 式 的 分 布 的 商 空间 上 趋向 于 S. 
有 些 事先 说 明 ， 我 们 就 可 以 逐 字 逐 句 地 重复 定理 2 的 证 明 ， 
从 而 得 到 下 面 的 
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定理 3 #1<p<0, —r<s<r, WJ Sel: 当 且 仅 当 它 的 
小 波 系数 %( 儿 满足 


1 2 
(2 KOJ 2" 42,09) EL#(R"), (2.10) 


EA 


其 中 ? X(x) 是 方 体 Q(A) 的 特征 函数 . 


我 们 将 用 这 种 刻 划 推导 出 Sobolev 的 两 个 包含 关系 : 
(1) 若 s> 二 ， Mh r=s- =, 则 Lecce: 其 中 C' 是 齐 次 


Hôlder 空间 ( 稍 后 ， 我 们 将 系统 地 定义 并 讨论 它们 ); 
(2.11) 


(2) #s= = ， 则 Le :cBMO. (2.12) 


为 了 证 明 (2.11), Æ (2.10) 中 任意 抽出 一 项 ， 则 L HE 
少 ， 由 此 得 到 JOA <C27 l |. RIES C "的 特征 . 

为 了 证 明 (2.12), RNB KA 2<p<o 和 1<p<2 两 种 情 
É. 
在 第 -一 种 情形 ， 用 g(x) 表示 (2.10) 的 左边 ， 则 对 所 有 边 长 为 
2* Hh HAA Q, A 


| @ooaxs( | groda) (| 1 ax)" 
g Q oO | 


其 中 2 + s =1. 展开 | g:(xjdx， 当 10I7 1014 时 ， 
Q 
RATA TSS 2 AP 47 因此 ， 
=e 
PNA < CIO147 
AAR 


— 232 — 


它 比 Carleson 条 件 精 确 得 多 . 
最 后 ， 考 虑 s=- EH 1<p<2 的 情形 . RERE AK 
Minkowski FÆR, BI 0<8<1 E AW20N, A 


[zx CO , Ale ， 


其 中 f= (| Co ax)" 


xt B= + f QKA 2454100 应 用 这 个 不 等 式 ， 就 得 到 


(| sax)" =| PRO ZE ix)" 


>) a(i) 27. 
我 们 刚刚 证 完了 Sobolev 的 包含 关系 Lr c 12" 而 后 一 个 
空间 包含 在 BMO 中 ， 因 为 这 属于 第 一 种 情形 . 
3， 当 0<p 科 1 时 的 Hardy 空间 A(R’) 


按照 [75) 中 所 采用 的 观点 ， 我 们 用 原子 分 解 的 方法 定义 
Hardy 空间 H°(p <1). 

HR) O<pSh) 定义 为 具有 如 下 性 质 的 缓 分 布 S 的 向 量 空 
间 ， 其 中 S$S 可 以 写成 


S=YAa(x) | 3.1) 
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iti a(x) p RF, FH DAP < oo 
Dp 原子 a(x) 的 定义 是 : 对 每 个 原子 a.(x)， 存 在 体积 为 |B) 的 
球 中， 使 得 每 个 & (9 的 支 集 包含 在 有 中， 并 且 


lalo SIB A |weoeaxro | (3.2) 


对 所 有 满足 a<n + — ) 的 多 重 指 标 & 成 立 . 
在 这 些 条 件 下 ，(3.1) 按 分 布 意义 收敛 . 
更 确切 地 说 ， 如 果 三 Co 是 指数 为 nf -1) 的 Holder Á 


/ 
HO<p<1). MRM A <f, a > 绝对 收敛 .加 在 了 上 的 条 件 是 


它 属 于 齐 次 Holder SHC. 当 0<?<1 时 ， 这 是 通常 的 空间 ; 
当 y=] 时 ， 它 是 Zygmund 类 ， 当 7> 1 时 ， 它 是 由 EC <= SL 


X; 


EC™ (1<j<n) ENK. 
从 下 面 的 引 理 就 得 到 了 级 数 的 收 钱 性 . 


引 理 6 KC, 而 函数 a(x) 支 在 半径 为 R 的 球 上 ， 并 且 
满足 


jal <1, Jdrar=0 (41 <7), (3.3) 


则 KA OISCIS Ver. 


当 0<?<1 时 ， 这 个 引 理 几乎 是 显然 的 . y 之 1 的 情形 将 在 一 
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节 中 证 明 . o . | 
RE, HF, a> <clf le, m LISA (0<p<1), 


BRM. BAAS, =LA aR MAA S, 其 中 


FC’, TEREA C KHAS MI AES MIT LT. 
现在 我 们 想 用 小 波 级 数 来 刻 划 严 空 间 ， 为 此 ， 使 用 属于 A 
的 小 波 是 方便 的 ， 即 使 用 有 充分 多 矩 为 零 的 小 波 ， 也 就 是 说 ， 我 


们 应 限于 使 用 具有 n>n 4 1) Tete sa 如 果 满足 这 些 


条 件 ， 那么 小 波 就 属于 Cr( 7- 以 -D) 即 数 积 4S, WORA 
分 布 SCH? 有 意义 . 
有 了 这 些 约 定 后 ， 我 们 有 下 面 的 定理 . 
定理 4 分 布 SEH?(R) 是 满足 条 件 
PRO scar) “er (3.4) 
的 小 波 级 数 > AC) 的 和 . 


定理 4 的 证 明 是 定理 1 的 证 明 的 直接 修正 . 它 建 立 在 以 下 事 
LE: 对 所 有 由 +1 构成 的 序列 o) AeA), AOU, =o), 
(=(w())s) 所 定义 的 算 子 Ux LR) LR) TERR H E 


的 线性 连续 算 子 ， 只 要 pe(0, 1]， #Br>n( 2 -1) 


DUT BEBE AU RR IR TN BAB RE R EO FE OV 
章 中 讲述 的 以 下 一 般 结果 . 
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命题 4 ET PRO 一 DB) 是 一 个 线性 连续 算 子 . Bret 
是 一 个 整数 .限制 到 对 角 线 的 余 集 上 ， 对 所 有 满足 lx|<r 的 多 重 
指标 AEN, TRAT KREIK, Cx 一 六" Mm 此 外 还 假 
设 ， 对 所 有 满足 |B|<r 的 多 重 指 标 8， 模 掉 次 数 <r 的 多 项 式 ， 


T()=0 R. 则 对 任意 pe(0, DA (+ -1)<r T AT LI RE a 
RAR) 上 的 线性 连续 算 子 . 


我 们 来 指出 条 件 T*(X)=0 KER. 如 果 工 的 核 是 由 在 无 穷 
远 处 为 Olx y 的 代 Xx 娘 上 的 连续 函数 K(x, yy) 给 出 的 话 ， 


那么 条 件 Te*(x)=0， 简 单 地 说 就 是 对 ver, A [exe yMx=0. 


在 我 们 所 考虑 的 情形 ， 这 个 积分 不 收敛 . 但 是 存在 一 种 收敛 方 
式 ， 这 就 是 作用 于 一 个 所 有 <| 肌 的 矩 为 零 的 试验 函数 f eo (PR, 
对 y 积 分 . 当 对 x 积分 时 ， 我 们 区 分 bd <3R 和 | 对 六 2 及 的 情形 ， 
其 中 R>0 是 由 f 的 支 集 包 含 在 SR 中 这 件 事 决定 的 、 ATR 
” 制 到 这 两 个 区 域 上 ， 使 用 单位 分 解 1 = 9,0) + 9,0). KA, LB 


积分 IZO y)f ddy 有 意义 ， 这 是 因为 可 以 解释 它 为 


分 布 K(K 是 THRI Z ) FEAT RE of yes (R <P’) 
A. 对 第 二 个 二 重 积分 作 如 下 处 理 : 先 对 y 作 分 部 积分 ， 因 为 了 
的 不 超过 | 月 阶 的 矩 都 是 零 ， 这 是 办 得 到 的 . 这 就 改善 了 核 Ky) 
在 无 穷 远 处 的 表现 . 

这 个 注 就 讲 清楚 了 .使 用 定理 1 的 证 明 便 得 到 了 定理 4. 

命题 4 的 证 明 要 用 到 Coifman 和 Weiss 引进 的 分 子 概念 ， 西 


数 (9 是 一 个 中 心 在 %。 宽 度 为 4， 并 且 型 号 为 son( 2 + ) 
的 分 子 ， 如 果 
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}/2 
(| 19(x)| (4 {x7 xl + xol ) dx) <d- (3.5) 


成 立 ， 并 且 对 满足 <a + -1) 的 多 重 指标 a, |eeoen 


也 成 立 . 
在 作 一 个 规范 化 后 ，p 原子 就 是 p 分 子 . 我 们 将 用 Coifman 


和 Weiss 的 方法 来 证 明 : 型 号 为 s>n( +1) 的 分 子 属于 HPR) 


中 的 一 个 有 界 集 . 最 后 ， 把 p 原子 映 成 p 分 子 的 线性 算 子 TH 
以 连续 地 延 拓 到 RE. 通过 乘 一 个 因子 使 它 规范 化 后 ， 这 就 
是 命题 4 的 算 子 工 的 情形 . 我 们 将 在 第 如 BA 3 节 详 细 馆 述 它 
AY UE FA . 


4. Holder 空间 


我 们 先 定义 非 齐 次 Holder 空间 . 事实 上 ， 由 于 它 是 函数 空 
间 ， 它 比 齐 次 的 空间 更 简单 .若是 一 个 非 齐 次 Holder 空间 ， 
则 ?RISES9Y "RR)， 并 且 这 两 个 包含 关系 都 是 连续 的 .这 个 性 
质 对 齐 次 空间 就 不 成 立 ， 因 为 它们 是 函数 空间 的 商 室 间 . 这 里 ， 
我 们 将 要 构造 一 个 实现 算 子 ， 可 以 用 传统 的 Littlewood 一 Paley 分 
解 或 用 小 波 级 数 来 研究 这 个 算 子 . 

当 0<s<1 时 ， 由 定义 ， 空 间 C(R) 是 其 连续 模 oh) 满足 Oh) 
<Ck (对 茶 个 常数 C) IA R E SE PR KA) Banach 空间 . 该 连续 
BE MA supii f OQ- Wb 一 天 入 由. f EC DRE XX If le 


(—s) 
tame, ow AT 


当 s=1 时 ， 用 满足 以 下 两 个 条 件 的 Zygmund 类 代替 CR): 
有 和 界 连 续 ， 并 且 存 在 常数 C， 使 得 对 任意 R, EE yer’, À 
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et y+ fx y) 2/1 SCIy. AD) 


最 后 ， 当 m<s<m+1 时 ，f eC(R') 等 价 于 f 是 一 个 通常 意 
义 下 的 C" 类 函数 ， 并 且 它 的 所 有 导数 OF (0 Sm) RFC. 

我 们 不 能 用 (1.1) 型 的 小 波 级 数 的 系数 的 模 刻 划 非 齐 次 的 空 
B CR) RENA L (R)E CMP 的 “分 量 "， 而 L” 蚌 不 能 用 
小 波 系 数 的 模 来 刻 划 的 . 

以 下 定理 通过 级 数 (1.2) 给 出 了 非 齐 次 Holder 空间 C* 的 刻 
划 ; 但 在 sEN 时 ， 要 用 Zygmund 类 代替 C:. 


EHS PS ALLARD) RT CR), SANLÆr>s EM 
多 分 辨 率 分 析 中 ， 小 波 系数 


P(A) = roc — ljdx (A€Z") 


和 
a(A) = [Cx (AcA,, j>0) 
满足 
BOIS C, (4E2") 
及 


ja(A)<C,27%7 27% AeA, jeN). 


AEL (R 及 peLi(R"), HEB BA PASC, 但 是 对 a) 
620) 所 加 的 条 件 则 与 了 的 正则 性 有 关 而 不 需要 Isl. 这 个 控 
制 。 即 加 在 %(4) 上 的 条 件 是 从 f 属于 相应 的 齐 次 空间 而 得 到 
的 . 我 们 现在 就 来 定义 它 . 

我 们 先 来 考察 齐 次 Holder 空间 并 证 明 一 个 基本 引 理 ， 然 后 
再 证 明定 理 5， 可 以 用 这 个 引 理 控制 由 一 个 (或 一 类 ) 齐 次 Hôlder 
空间 的 函数 f 与 满足 一 定 消 失 符 条件 的 可 积 函 数 9g 构 成 的 数 积 . 
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回忆 一 下 O<s<1 时 齐 次 Hôlder 空间 的 定义 . 按 定义 ， 一 个 
ERR S: R" 一 C 的 连续 模 为 (有) 二 SUP S-O). R 


E, CM AMAA RRC, BRIA h>0, oAh)<Ch: 成 
立 .在 这 里 ， 大 的 值 与 小 的 及 值 起 着 同样 重要 的 作用 由 定 
X, JE C* 模 就 是 这 些 常数 的 下 确 界 . 我 们 立即 发 现 ， 所 定义 的 
模 实际 上 还 不 是 一 个 模 ， 因 为 常数 函数 的 模 是 零 ， 补 救 的 办 法 是 
当 0<s<l1 时， 定义 C' 为 上 述 函 数 模 掉 常数 的 商 空间 . 

为 了 证 明 C: 是 一 个 Banach 空间 ， 必 须 定义 一 个 实现 算 子 ， 
它 把 函数 类 的 一 个 代表 ， 即 一 个 函数 大 与 整个 函数 类 ÆC' 联 
系 起 来 ， 并 且 满 足 不 等 式 suplj QASEH hle, HP KAR 
中 任 一 紧 集 ，C(CG 仅 依赖 于 天 ， 当 我 们 要 证 明 C' 的 完备 性 时 ， 
这 个 不 等 式 就 起 作用 了 .事实 上 ， 从 级 数 二 矿 出 发 ， 其 中 Uf 
< C2. 我 们 想 证 明 该 级 数 收 敛 到 一 个 函数 SEC’. 为 此 ,对 每 个 了 


找 一 个 代表 元 fy CWE supld SCAK. 在 任意 紧 集 上 上， 级 


数 和 名 是 一 致 收敛 的 ， 它 定义 了 一 个 函数 六 

直接 得 到 fsCs LE C: 的 一 个 代表 元 ， 故 CE Banach 空 
间 . 

旗 C: 的 典型 实现 是 加 上 条 件 KO) =0. 这 样 对 所 有 的 e, 
ASCOSE. AA deC 这 就 给 出 了 可 能 增长 性 的 最 好 的 
估计 . | 

为 了 对 齐 次 空间 C(0<s<1) 得 出 结论 ， 我 们 可 以 发 现 ， 这 些 
齐 次 空间 可 以 从 非 齐 次 空间 C: 用 一 般 的 法 则 得 到 ， 该 法 则 发 现 
T4AGMF +0 时 ， 对 它 有 ,lim AN fade = Ife. 
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下 面 ， 考 虑 一 个 更 精巧 的 情形 ， 即 齐 次 的 Zygmund 类 . 
我 们 说 民 上 连续 函数 了 属于 齐 次 Zygmund 类 ， 如 果 存 在 常 
数 C， 使 得 对 任意 xER AEB yer’, A x + y)+ fx y)— 2x) 
<Clyl. FER fEL”(R"). HEN, BR f(x) =xlog|x| 属 
F Zygmund 类 ,但 是 当 &>1 时 ，f(x)= xlloglxll Aig F A.. 
| 人 A, 空间 的 实现 问题 不 像 CO<s<1I) BARB. EXE, 
差 ft 一 00) 不 是 所 找 的 实现 ， 这 是 因为 它 不 是 由 模 掉 仿 射 函数 


而 确定 的 . 这 让 我 们 想起 用 Ax) - f0)-S.x, -L (0) 来 代表 f; 但 


是 当 SAR, BRAMAN. 事实 上 ， 一 个 A, 的 函数 的 仿 
导数 不 是 Radon WE. 一 个 一 维 的 例子 是 由 缺 项 Fourier 级 数 


ya sind 给 出 : 它 属于 A.， 但 它 的 导数 部 cos2tx 不 是 一 个 分 


#6 . 

为 了 解决 Zygmund 类 函数 的 实现 问题 人 伯 使 用 了 
Littlewood — Paley 分 析 . 在 这 里 ， 它 是 比 Taylor 级 数 更 精巧 更 有 
效 的 工具 . 

应 该 精确 地 估计 Zygmund 类 函数 在 无 穷 远 处 的 性 质 ， 以 保 
证 某 些 积分 的 收敛 性 . 


S127 设 1/ 是 民 " 上 满足 (4.1) 的 连续 臣 数 ， 则 当 似 趋 于 无 
FAT, fx)=O(x logix). 


该 估计 为 最 优 估计 ， 这 是 因为 了 (=xloglx 属于 A,， 这 很 容 
易 验证 . 
为 证 明 引 理 7， 我 们 写 出 (4.1) 的 一 个 特殊 情形 : |f(2x) 一 2f(x) 
+fO)I< Clxl， 由 此 得 到 |A(2x)|<21(X)1+ LO + Cx}. 
n;=2> sup If) 


24 < [xl < 2/*! 
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RE ti SN +O +2C, Hit, 1,<m+f(0)+2C. RÉ 
所 要 的 估计 . 

现在 介绍 Littlewood — Paley 分 析 的 定义 ， 在 这 里 ， 我 们 要 用 
到 它 . Ww PE Schwartz 函数 类 的 一 个 径 同 函数 ， 它 的 Fourier Æ 


ROE) ESS 时 等 于 1， 当 [ED 时 等 于 零 . 设 8 是 用 
MoO) 做 卷 积 的 算 子 . 又 设 A=S,,, 一 $5， 则 A 是 与 经 向 函数 
2 2X) 卷 积 的 算 子 ， 其 中 W=- ea). 

下 面 的 引 理 给 出 了 Zygmund 类 的 重要 刻 划 . 

RS 设 JeR) 是 一 个 缓 分 布 ， 且 /一 光 A(f) 在 7(R") 


Hike, WAL, SENS IAFI,<C 279 RPC 是 某 个 常 
数 (jeZ). 


先 设 feA., 引 理 7 EVRI, SO 在 无 穷 远 处 是 缓 增 的 (事实 
上 ， 引 理 7 对 无 穷 远 处 的 估计 要 精确 得 多 ) . 因此 ，R" 上 属于 A. 
的 连续 函数 就 是 缓 分 布 ， 故 


A f(x) = fre — y)W(y)dy 


== {oe + y) + f(x — y) — 2/(x))# y)dy, 


这 是 因为 几 是 径 向 函数 ， 并 且 积 分 值 为 零 . 于 是 
JA fl. < £ fi IY Ody = C'277. 
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因 为 fçoux=0. 以 及 favoox=0. ~ fav podx=0 


所 以 A 在 Zygmund 类 函数 模 掉 仿 射 函数 的 商 空间 上 是 有 效 定义 
的 . 

我 们 现在 来 证 明 引 理 8 的 另 一 半 . 事实 上 ， 从 序列 fj 如 出 
发 可 以 做 得 更 好 点 ， 其 中 SOUDE C* 的 函数 ， 它 们 满足 fl 
<C 271 以 及 当 风 =2 At, LOG SCY. 在 这 些 条 件 下 定义 g(x) 


ei Df, FLIER TE 


lg(x)| < C( + |[xplog(2 + |x), (4.2) 

其 中 C 仅 依赖 于 Co C, Re ER n. 

这 样 ， 我 们 就 将 解决 模 去 仿 射 范 数 后 的 À. 函数 的 实现 问 
题 . 

先 来 证 明 : 当 凶 =2 时 ，Jj=Aj 满 足 条 件 ICI <CY HF 
f #9 Fourier 变换 的 支 集 包 含 在 球 IO js 和 入: 中， 因此 可 以 使 用 
Bernstein 不 等 式 (第 工 À). 

当 冯 0 时 ， 令 


r) =S- A0) -È xô, 8x (0). 
由 Taylor 公式 知 |r (x) < C|xļ’2. 设 
OESO Ero). (43) 


在 每 个 紧 集 上 ， 这 个 级 数 是 一 致 收敛 的 . 我 们 来 说 明 ，(4.2) 给 
出 了 gO) 在 无 穷 远 处 的 性 质 . 为 此 ， 使 用 不 等 式 II, <C' 
(9%|=1)， 其 中 f=Af， 这 也 是 一 个 Bernstein 不 等 式 ， 它 来 源 于 普 
通 消 数 的 相 邻 阶 导数 间 的 L” 模 的 对 数 凹 性 .因此 |rCOI<Clxl， 当 


由 >1 时 ， 选 择 整 数 meN， 使 得 2"<|x|<2"*! 成 立 ， 把 1 分 成 


— 242 — 


ety. 用 ir,Q)|SClxP 2) EH — PRR PH, Fr 
< Clx| 去 控制 第 二 个 级 数 中 的 项 ， 就 立即 得 到 了 不 等 式 (4.2) 
刚才 对 级 数 À CO 作 的 修正 可 以 用 来 作 重 正规 化 ， 这 个 重 正 


规 化 可 以 把 一 个 发 散 级 数 变 成 收 化 级 数 , 而 所 用 的 修正 是 仿 射 函 
数 ， 这 与 A, 上 的 等 价 关 系 是 相 容 的 . 
现在 验证 gA. FR 


gx +») +86 »)— 2909 = Gxt + fx — y= 2/00) 


+ 2 (r(x + y) + r(x — y}— 2r;(x)). 
当 j<0 时 ， 可 以 用 ft yt fxe—y)— 260d RE rayre- y) 
— 2r{x). 因此 


g(x+y)+9(x— y)— 29(x)=L (xt y) t+ f(x y) —2f,09). 
我 们 用 "Sip. < 2" NA msz， 然 后 把 级 数 À 分 成 


jem j>m 
在 第 一 个 和 式 中 ， 根 据 Taylor 公式 ， 可 以 用 Clyj?2> EN AE 
a= 2 


SC’ ly) YEH (x+y) + y)-2f00)1, ASL #9 HER 
就 是 2C“ 1 2" <4C'|yl. 


至 于 和 之 ， 可 以 平凡 地 用 fl, 去 控制 大 便 得 到 OR” 


= O(»). Kt eh Et g 就 满足 (4.1) . 
引 理 8 证 毕 . 
这 里 有 一 个 重要 的 结论 . 
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命题 $ gEL(R) 满足 | IEJ bd loglxldx<% 以 及 


x1>2 
focax= facods= -|*ecoux=9 (4.4) 


则 存在 常数 C(g)， 使 得 对 任意 函数 EA, EE 4>0 和 任意 的 
XER, A 


[lode A+ xoax <SC(g)A-" WF Uae. (4.5) 


为 证 明 (4.5}， 使 用 齐 次 空间 AL EJEA, MERAY >O, 
对 任意 的 xoER" LU -X)) 也 属于 人 ， 并 且 有 相同 的 模 . A 
HE, Rx x,=0 和 4=1 ERS. AM. AAD) 的 代表 FO 
代替 ftx)， 它 满足 |[FHI<C( + 中) log(?2+ Dll fl. 这 么 做 并 没 


改变 积分 [fx)g(x)dx， 从 而 得 到 所 要 求 的 结论 .、 


我 们 继续 介绍 齐 次 空间 C:(s>0)， 并 给 出 这 个 空间 的 实现 方 
法 . 

设 m<s<m++1(meN)， 一 个 Cr 类 的 函数 了 属于 C:, 当 且 仅 当 
它 的 所 有 导数 OS (lal=m) 属 于 前 面 已 定义 过 的 齐 次 Holder 空间 
C, 其 中 r=s 一 m. 

函数 ECHAS EARE 点 的 m BY Taylor 公式 


IOE Of) + RC; 0 
其 中 


IR(xo; x)| S Clx ~ xal". 


反之 ， 设 Ko 是 一 个 连续 函数 ， 有 某 个 常数 C， 对 任意 的 
XER'， 存 在 阶 数 不 超过 六 的 多 项 式 Pr, 加， 使 得 JL) = P(x, x 
+R, x, FAIR ASCA, W CO 就 属于 C. 这 在 本 
质 上 也 是 通过 阶 数 <m 的 多 项 式 通 近来 刻 划 C. 

“4 s=m+lnt, FH Zygmund 类 定义 C( 为 了 这 些 结果 当 s 是 
整数 时 不 出 现 间 断 ， 就 应 该 如 此 去 做 ) 

因此 ， 当 s=m +1 时， 齐 次 空间 C* 定 义 为 所 有 =m 阶 导 
数 Of RT Zygmund 类 的 C" 类 函数 的 集合 . 事实 上， 这 个 空间 
应 该 用 模 去 次 数 不 超 过 m +1 的 多 项 式 来 定义 . 

使 用 在 Zygmund 类 时 给 出 的 推理 ， 我 们 就 证 明了 : 存在 常 
数 C， 使 得 对 任意 xeR' 和 任意 函数 ECEN, 可 以 构造 一 个 多 
项 式 PC x) MERE go x), WALLA EMR: 


PO, 2) 的 阶 数 小 于 等 于 s. (4.6) 
(xs x) Cix- xf'o(x-x Diff de. , (4.7) 
其 中 @(u)=flogu| (40<us = At), œ{u)=log2 ( 4 p <u 
<2 af) E @(u)=logu( 44u22 Ad ). 
f(x) = Pos x) +B (%3 x). (4.8) 
这 种 空间 C: 函 数 的 实现 方法 具有 以 下 重要 性 质 ， 我 们 将 在 
EX 章 第 4 节 中 使 用 它 . 


定理 6 设 s 是 一 个 正 实数 ，r 是 一 实数 而 Ser '(RR) 是 一 个 
满足 以 下 三 条 性 质 的 缓 分 布 : 
(1) S 在 |x|>1 上 的 限制 是 L'(d>1) Rb), HAW 


Ib(x)| SE Chd ET (af > D; (4.9) 
(2) 当 weC;， 它 的 支 集 包含 在 |x2 H, HEEB CAR 
超过 1 时 ， 有 KS, WSC; (4.10) 
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(3) 对 任意 满足 lu <s 的 OEN", <S, x» —0. (4.11) 
则 对 任意 EC’, <S, f 有 意义 ， 并 且 KS, f ASCI le. 


为 了 证 明 它 ， 使 用 (4.8) 来 分 解 上 并 让 x=0. BANKS, f > 
=<S, g》. 下 面 设 msg R) CE MSI 的 邻 域 上 等 于 1， 而 它 
的 支 集 包含 在 由 和 2 中. 记 O,=1-%, 并 把 g BR g=9gt Gy. 
从 (4.10) 就 得 到 KS，qpog》| 的 控制 ,从 (4.7) 和 (4.9) 就 得 到 KS, Pg) 
的 控制 . 

下 面 的 定理 通过 小 波 系数 大 小 的 阶 给 出 了 齐 次 Hôlder 空间 
C: 的 刻 划 . RIA r> 正则 多 分 辩 率 分 析 VEZ BR, WAEA) 
是 由 记得 到 的 一 组 小 波 . 设 0<s<r, SC! 则 对 任意 KZ, IHE 
Ried, Æ 


IG, VI<C2 MPMI a. (4.12) 


为 证 明 它 ， 只 需 使 用 引 理 6， 小 波 的 振动 性 保证 了 (4.11). 
(4.12) 的 逆 是 由 下 述 定理 阐述 的 . 


定理 7 小 波 级 数 AA) 定义 了 齐 次 空间 C0 <s<r) 


的 一 个 函数 ， 当 且 仅 当 存在 常数 C， 使 得 对 任意 Ez 和 任意 AeA, 
有 
ja (A)| C2 "27 (4.13) 


我 们 来 证 明 它 ， 用 表示 Doi). FN, 
这 个 和 总 是 收敛 的 . 根据 小 波 的 局 部 性 和 正则 性 ， 知 lof 
<O". BEY fC) 不 能 在 通常 意义 上 收敛， 应 该 对 它 重 正 


规 化 .这 个 重 正规 化 是 我 们 对 Zygmund 已 使 用 过 的 方法 .细节 
留 给 读者 . 
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上 述 刻 划 的 一 个 十 分 简单 的 应 用 就 是 “Sobolev KAEA”: 


LEC, 其 中 GT 一 8 一 六 >0. 


5. Beurling 代数 


Beuring 代数 是 A. Beurling 为 替代 Wiener 代数 AR)= 7 LR’) 
而 给 出 的 . 他 告诉 我 们 ， 在 P.Malliavin 著名 反例 之 前 ， 他 就 知 
iH Wiener 代数 的 谱 综 合 是 不 可 能 的 ， 我 们 将 看 到 ，Beuring 代数 
很 象 Wiener 代数 ， 但 它 有 谱 综 合 ， 我 们 打算 用 小 波 系 数 的 模 去 
刻 划 Beuring 代数 中 的 函数 . 然后 会 发 现 ， 这 是 一 个 特殊 情形 ， 
而 一 般 情 形 与 Besov 空间 有 关 . 

先 定义 一 族 权 Q 如 果 of) 是 定义 民 上 的 非 负 径 向 (BHL 
依赖 于 x) PRK, A Ox) pd PR, WE 


dx 
|. dey <? eb) 


就 说 OEN., 


一 个 例子 是 o= (+A, EH s> . LR, wd») # 


示 满 足 | A EG)dx< oo 的 可 测 函 数 f 构 成 的 Hilbert 空间 ， 由 
Rr 
Cauchy 一 Schwarz 不 等 式 ， 有 LAR, ody CLR. 


定义 1 v 表示 外 上 具有 以 下 性 质 的 连续 函数 的 集合 :三 可 
以 写成 f=F, 其 中 下 对 某 个 weQ 属于 LR’, wdx). 


换言之 , =|) (LR, Odx), KP RMR Fourier 变换 . 
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定理 8 设 业 (heA) 是 正则 性 指标 r> 的 一 组 小 波 基 ， 则 
fex 的 小 波 系 数 由 条 件 


> (x COR <% (5.2) 


刻 划 .使 用 ($.2) 定义 的 模 ，. 是 一 个 Banach 代数 ， 它 包含 在 
Wiener 代数 A(R”) F. 
为 了 证 明 这 个 定理 ， 我 们 先 证 由 下 述 引 理 给 出 的 中 间 绪 果 ， 


引 理 9 对 jEZ， 用 并 表示 二 进 环 2 和 |e | 入， 考虑 原始 
形式 上 的 一 个 Littlewood —Paley 分 解 . 设 f > 其 中 大 是 fs 
T 的 特征 函数 之 积 ， 则 

fex ei If ) <, (5.3) 


CHE, ARREA HELA 


oo 


TO ONE 64 


ioe ) 在 上 的 下 界 值 为 @; |ë |=2, A o=), 
并 且 oÆ wo(s ) 在 | 中 的 上 界 . 因此 ， 


dx < dx Lx 2% 
| (x) EI. W(x) > Wey | 


# weQ， 当 且 仅 当 D 20 <co 级 数 (5.4) 收敛 等 价 于 > ol w, 
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HS. HF lgo 5220/0, 这 两 个 级 数 的 收敛 性 ， 用 


Cauchy — Schwarz 不 等 式 ， 就 得 到 > 22 gl, < œ . 
RZ, HSE [<P et, REXA) aE =o, 其 
由 二 =D lull, 2%, MERAS ) 是 上 升 的 径 向 函数 ， 因 为 


3 24/0, = J 242" Hh ggll = (0-27 E 2 lh gl, <0, 
-mm i 一 名 


、 dé ` 
所 以 ae) <0, 
因此 


[harotz D | lg ,So dé =a, l g, [2< 


is 


<$ 2/0; < ©, 


刚才 使 用 了 不 等 式 lgh <20, REA © 的 定义 本 身 得 到 
的 ( 仅 保留 定义 w 的 级 数 的 第 一 项 ) . 

自然 ， 如 果 不 使 用 引 理 9 这 个 Littlewood 一 Paley 4 4R 49 4 
形 ， 而 使 用 通常 所 用 的 柔和 形式 ， 即 f=f，0 QE) 这 时 
(5.3) 仍然 是 对 的 ， 其 中 0 是 一 个 在 原点 的 邻 域 为 零 ， 在 
1<|s |<2 上 不 为 零 的 2 (R) 的 函数 . 

特别 地 ， 可 以 从 Littlewood—Paley 多 分 辩 率 分 析出 发 ， 用 
Df 定义 f, 仍 有 (5.3) 所 述 的 等 价 性 . 


然后 ， 我 们 有 ID = (Bl FP) 这 就 结束 了 用 
(5.2) 刻 划 wv 的 证 明 . 
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还 应 该 验证 ， 在 所 使 用 的 多 分 辩 率 分 析 的 正则 性 指标 r>n/2 
HREF, (5$.2) 不 依赖 所 用 的 小 波 基 . 
设 Wed) 是 另 一 组 小 波 基 . 定义 西 算 子 [PR LR) 


为 UW- BR, U 的 分 布 核 是 D V0), 记 K(x, y) 为 该 
分 布 核 在 由 x 关 y 所 定义 的 开 集 上 的 限制 ， 由 直接 计算 知 
18 K(x, iS Cx yl "Ti" (0 <|a| <r). (5.5) 


HR, ÆO<j<r-1, ERKA <& 的 多 项 式 ， 有 U(X)=0. 
这 是 因为 小 波 电 的 矩 为 零 . 对 网 <r 一 1， 可 以 用 (5.5) 精 确 地 定 
义 Ux), 这 是 第 X 章 的 内 容 . 根据 到 第 X 章 才 证 明 的 结果 ， 再 
加 上 Ute LM 上 连续 ， 就 得 到 U 在 所 有 齐 次 Besov 空间 B 
上 连续 ， 其 中 0<s<r, 1<p<m, 1<q<0, m Beuring 代数 与 
Besov 空间 Be BA. 由 于 算 子 过 的 不 变性 ，Beuring 代数 的 刻 
划 不 依赖 于 所 选择 的 小 波 基 . 

在 结束 之 前 ， 还 应 验证 .x 是 一 个 代数 ， 它 的 乘法 就 是 函数 通 
常 的 乘法 . 回 到 v 中 函数 的 Fourier 变 模 刻 划 . 我 们 想 证 明 ， 
SES JEI ERER T Ix . 


为 了 不 使 叙述 太 复杂 ， 设 B=, lul, =% 2Plul, F u 


Bu 与 环 工 的 特征 函数 的 乘积 . 
注意 到 以 下 事实 是 方便 的 ， 如果 KVR) ER ASR 之 外 为 
=, Wa 
If, SCR lf N. (5.6) 
因此 ， 显 然 可 以 限于 考虑 R=2(meZ, WH AW SE 


Ls But 


IAEE 2M Uf ED, 21 f= 277) 2m PI FI, 
=CR?(f |. 
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再 回 到 卷 积 frg=h, id f=LA 9= 29) (5 g, ZETTE), 


由 此 得 到 A= Lh, Ib he fan + Dent of. BROKE 
含 在 构成 卷 积 的 两 个 函数 的 支 集 的 代数 和 内 . 因此， 为 的 支 集 就 
包含 在 四 2 中 .为 了 证 明 heB， 只 需 证 明 $ 2h |, < oo 并 使 


FA (5.6) . 
FARA A AS lus, Shul, lol, 控制 lhl, ER A 


lg <r If = Cols I. BBE 


[Eps 


SE al IS CE2 gl ls< Chets With. 


AM TEA LÉO ET, 8 


> 2”? lAl,<3cCl sl, Igls. 


- 


6， 单 峰 代数 


我 们 想 描 述 Wiener CHWs LR) 的 第 二 个 有 意义 的 逼近 ， 邵 
HERSO. 用 小 波 基 分 析 它 是 特别 简单 的 . 

对 任意 xER 与 任意 6C>0， 考虑 宽度 为 0>0 的 Gauss 函数 
exp( 一 |x 一 区 20， 它 的 中 心 是 x 高 是 1( 这 里 没有 作 通 向 的 规 
With), WEN gx, (x). 


一 个 直接 的 观察 得 到 
F (x48, X)9 (x,,6, 0%) = 9,8. X), (6.1) 
其 中 0<?<1 二 = 村 二 ,而 六 是 点 为 与 为 在 系数 
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z 5% 作用 下 的 重心. 

等 式 (6.1) 归结 到 构造 凸 组 合 了 pg 的 集合 3S， 其 中 
t=% 6) 属于 RX, +), A p>, p20, TURF 
乘法 作用 下 是 稳定 的 . 

这 个 简单 的 考察 是 构造 Gaus 单 蜂 代 数 的 出 发 点 . 它 定 义 为 
由 展 * 上 所 有 在 无 穷 远 处 为 零 ， 并 且 可 以 写成 


SOFE 4,905) (6.2) 
的 连续 函数 组 成 的 Banach 代数 B， 其 中 
$44, <®. (6.3) 


SE BES MAM SH DTA DR (6.2), Ash (6.3) #9 F FA 
R. | 

如 果 在 (6.2) 中 限制 到 有 限 项 的 和 ， 则 (6.2) 的 分 解 是 唯一 
的 ， 然 而 所 得 到 的 空间 却 是 病态 的 . 首先 ， 它 不 适用 于 Schwartz 
函数 类 yy (RO 的 函数 . 此 外 ， 序 列 


f@)=exp(—{xf)-exp(—Ix-xf) Cu 0) 


理应 趋向 于 零 ， 但 它 的 模 却 是 2. 

(6.2) 引入 的 “原子 分 解 ” 使 这 个 病态 消失 了 ， 但 却 丧 失 了 唯一 
性 . 这 个 唯一 性 并 不 重要 ， 因 为 最 终 的 典型 分 解 是 由 小 波 取 代 
Gauss 函数 完成 的 ， 这 样 就 有 了 唯一 性 .而 Gauss 函数 (由 于 它 
出 奇 的 简单 以 及 群 性 质 ) 只 是 一 个 出 发 点 . 下 面 就 来 叙述 这 个 典 
型 分 解 . 

设 VOEDD 是 一 个 r>n 正则 的 多 分 辩 率 分 析 ， 设 RACE 是 由 
它 决定 的 小 波 基 . 


定理 9 一 个 无 穷 远 处 为 零 的 连续 函数 /属于 Banach 代数 有 
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当 且 仅 当 它 的 小 波 系数 aA) AEA) 满足 条 件 


È Dayo, (64) 


AEA, 


即 ERR L BEKAR. 


为 证 明 它 ， 用 N(f) 表示 (6.4) 左边 级 数 的 和 . 我 们 应 该 证 
明 ， 当 ff 由 (6.2) 给 出 时 ，NG  ) 是 有 限 的 . 由 于 线性 和 凸 性 ， 只 
需 考 查 一 个 Gauss 函数 exp(—4|x—x]?) (6>0, weRR)， 这 可 归结 为 
考虑 1<0<<4 的 情形 . 因为 如 果 必 要 ， 可 用 2"x 代替 x， 在 这 种 
情形 (1 和 0 入 4，X%ER'J) ， 直 接 可 验证 (6.4) . 我 们 留 给 读者 去 做 这 
FF. 

在 相反 的 意义 上 ， 我 们 应 该 证 明 : A RR SUR 
Le (FE DY (Ayo? < 00) 收敛 到 有 中 的 一 个 函数 ,为 了 
简单 ， 只 限于 用 Littlewood — Paley 多 分 辩 率 分 析 . 我 们 使 用 下 面 
的 基本 事实 : E [osB, 则 对 任意 0>0 和 任意 xR, À (0x + x EB, 
并 且 这 两 个 函数 在 B 中 的 模 相等 . 

为 证 明定 理 9 的 男 一 半 ， 只 需 证 明 :.9R') 包含 在 B 中. 为 此 ， 
我 们 使 用 以 下 引 理 ， 


引 理 10 存在 常数 C>0， 使 得 对 任意 消 数 PUR), À 
FT Aa, REAIS ly Wig ROA x REN ô, K 


Gauss 图 数 ， 并 且 它 是 被 规范 化 了 的 ， 即 lacax=1. 


REZ, 
1 o- 1x — x, |? 
= ĝ- "i2 一 一 一 一 一 


这 个 引 理 是 初等 的 ， 让 读者 去 证 明 它 . 
下 面 是 引 理 10 的 一 个 推论 . 


引 理 11 车 f SL) B (= = +, M AB, HL lfgl, 
<cif i. 


使 用 引 理 10 给 出 的 原子 分 解 ， 问 题 就 归结 为 f 是 一 个 在 LL 
模 中 规范 化 了 的 Gauss REX. 这 时 ，h=frg 也 是 一 个 在 LRP 
规范 化 了 的 Gauss 号 数 ， 并 且 它 的 宽 ( 或 偏差 ) 之 1， 由 此 得 出 
总 是 属于 B， 并 且 lalc. 


引 理 12 GL), Bi Fourier FRA RH, N B. 


事实 上 ， 用 h(E =e fE) EN heL, WA fHgeh, 


xl? 


其 中 so- ) er. 
引 理 13 + R)CBRM. 


事实 上 ， 用 Littlewood—Paley À 9 7 (M) RÉ, & 
FESR), W 


f=T f(x) , 


其 中 ， 的 Fourier WRZE ASIE, HE Nfl, 是 一 个 速 降 
序列 . 我 们 使 用 上 述 引 理 及 BHR RABE. 

在 Littlewood 一 Paley 多 分 辨 分 析 的 情形 ， 定 理 9 就 全 部 证 完 
T. (6.4) 对 小 波 其 选择 的 不 变性 是 从 关于 Beuring 代数 中 算 子 理 


论 的 重要 事实 得 出 的 . 

可 以 用 最 小 化 的 语言 来 解释 单 蜂 代数 . 考虑 满足 © R)CB 
<—C,(R’) 的 Banach 代数 B, HP Co 是 无 穷 远 处 为 零 的 连续 申 数 
HACK, BEC WTKR. 我 们 要 求 BKE COR) 所 满足 
的 同样 条 件 ， 即 对 平移 和 展 缩 不 变 ， 也 就 是 说 ， 对 任意 9>0 和 
任意 xR, A 

| f(Ox+ xq) ll p= f(x. 


因此 ， 在 这 些 Banach 代数 B 中 间 ， 存 在 最 小 的 一 个 ， 它 恰 
恰 就 是 单 峰 代 数 . 它 包含 在 所 有 其 它 满足 如 上 条 件 的 Banach ft 
数 中 . 

特别 地 ， 单 峰 代 数 包含 在 Beuring 代数 中 . 根据 定理 SA 
理 9, 这 是 显然 的 . 


7， 特 殊 原 子 生 成 的 空间 


我 们 将 要 讨论 的 Banach 空间 是 Stein 和 Weiss 的 Hardy 空间 
HR) 的 一 个 近似 . 这 个 近似 来 源 于 用 “特殊 原子 "代替 构造 HR) 
的 原子 . 我 们 现在 就 给 出 它 的 定义 . 

先 按照 O'Neil 和 Souza[(198) 的 方法 叙述 一 维 情形 .对 任意 
区 间 J=Ca, DCER, 构造 函数 和” (9， 它 在 了 的 左 一 半 等 于 IN! 
在 了 的 右 一 半 等 于 -| 及 ”在 7 以 外 的 地 方 等 于 零 . DH, cE 
Stein 和 Weiss 的 空间 HD 的 原子 . 但 它 是 一 个 特殊 原子 . 这 是 


因为 相 消 性 条 件 fr (x)dx = 0 是 由 十 分 特殊 的 几何 条 件 来 保证 的 . 


我 们 说 函数 LIAR) 属于 Br， 当 且 仪 当 可 以 找到 一 列 区 间 工 
(KEN) 和 一 列 系数 人 ， 使 得 下 式 成 立 : 


D hl<%, (7.1) 
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VORENTOE (2) 


这 时 ， 级 数 (7.2) 在 B®) FAX, AE HA 中 收敛 . 

我 们 将 要 证 明 的 多 维 的 结论 ， 蕴 含 着 以 下 一 维 的 BS! 的 函数 
f 通 过 小 波 系数 模 |K( 相 给 出 的 刻 划 (是 从 r>1 正 则 的 多 分 辨 率 分 
析 得 到 的 小 波 ): 


Lattes) Dao (73) 


(7.3) 的 意义 是 : 当 我 们 构造 Br 的 原子 时 ， 稍 微 放宽 原子 的 
定义 ， 了 的 小 波 级 数 就 给 出 了 了 的 特殊 原子 分 解 . 

Hob, BY 函数 的 (在 无 穷 远 处 为 零 的 ) 原 函数 是 第 6 节 单 峰 
代数 中 的 跑 数 . 这 告诉 我 们 怎样 研究 Hardy 空间 HR) A À #9 
(在 无 穷 远 为 零 的 ) 原 函数 . 事实 上 ， 这 个 空间 是 一 个 Banach ft 
数 ， 它 的 符号 演算 已 由 S. Janson ME ((135)): 所 有 的 Lipschitz 
pa Sy Fy VE FA eH" 函 数 的 诛 郴 数 的 Banach 代数 上 . 

回 到 多 维 的 特殊 原子 . E 表 示 由 满足 以 下 性 质 的 隧 数 构成 的 
LR) HAHA: 


| jadi, | la(x)jlog|x|dxS1, | aoax=o, 

R* {xl #2 R” (7.4) 
| latet y) a) en EE <1. (7.5) 
MES 


又 用 ACLR) 表示 由 所 有 函数 bo =0 "at (xx) 的 集 
合 ， 其 中 t>0, xR, aEE， 称 这 些 函 数 OO) 为 特殊 原子 . 

我 们 定义 极 特殊 原子 ， 它 的 构造 与 特殊 原子 的 构造 相同 ， 只 
是 其 中 的 EE 被 FCERÉ. F 是 C! 中 支 在 食 的 单位 球 内 ,积分 值 
AS, HAWE lalo Si, 12a/6xl < 和 1 Q<j<n) 的 函数 的 集合 . 
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考虑 一 组 由 r>n 正则 的 多 分 辩 分 析 得 到 的 小 波 基 , 我 们 有 


定理 10 HELER), SA THE TRES. 
(1) 存在 特殊 原子 列 aX) (EN) 与 数列 À, 使 得 So, 


FFB f (= 2 at). (7.6) 
Q 在 上 述 原子 分 解 中 ， 可 以 假设 ao) 是 极 特殊 原子 . (7.7) 
A= eA) 且 Lin /<o. 08) 


在 证 明 这 个 结论 之 前 ， 我 们 想 作 郧 点 说 明 . (7.8) 中 的 级 数 ， 
简单 地 说 就 是 依 工 模 收敛 的 小 波 级 数 . 此 外 ， 用 L 模 规范 化 的 
小 波 2,0) 是 特殊 原子 . 

我 们 来 证 明 这 个 定理 . 为 了 简化 记号 ， 用 多 表示 使 得 


DL OS Ge ll fil,) RAR f (D =) (Aw (x) ft Banach 


空间 . 

这 个 条 件 与 (7.6) 的 等 价 性 将 证 明 这 个 定义 不 依赖 于 所 应 用 
的 小 波 基 . 

第 一 点 说 明 是 : Cl 中 具有 紧 支 集 的 、 积 分 值 为 零 的 函数 属 
于 多 这 个 计算 是 直接 的 ， 留 给 读者 去 做 . 特别 地 Fc 名 并 且 
这 个 包含 关系 是 连续 的 . 因此 ， 直 接 得 到 : 若 a(x)eF， 则 函数 
6™a(671(x 一 x0) )O>0, xER) 定义 了 罗 的 一 个 有 界 集 . 最 后 ， 


Ya) 定义 了 多 中 的 函数 ， 其 中 q 是 由 上 述 法 则 构造 的 ， 并 
且 六 网 <m， 这 就 证 明了 (7.7 >08 


小 波 24) 一 旦 用 天 模 规范 化 了 ， 它 就 是 特殊 原子 .因而 
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(7.8) => (7.6) 是 平凡 的 . 

我 们 要 处 理 定理 10 的 微妙 部 分 了 . 即 所 有 特殊 原子 都 是 极 
特殊 原子 按 模 收 敛 的 级 数 . 为 此 ， 只 需 假设 问题 中 的 特殊 原子 满 
是 (7.4) 和 (7.5). 

用 多 表示 C 中 的 实 值 径 向 晃 数 ， 它 支 在 单位 球 内 并 且 不 恒 


STF, $ Her (+ Jo 记 0, 为 用 峭 作 卷 积 的 算 
子 ， 则 我 们 可 以 使 用 Calderon 等 式 


f= | feb ad, FLR) (79) 

(只 要 乘 一 个 正常 数 以 使 少 规范 化 ) Calderon 等 式 来 自 
| dey 4 =1(& #0). 

要 做 的 第 一 件 事 是 注意 到 : 车 满足 (7.4) 和 (7.5)， 那 么 
n=] | if * Wx 全 是 有 限 的 . 又 设 w(x, DD =f * (x), 

Tk 
SU eh (7.9) © f o= f | W(x— y)w(y, dy À . AVC) 的 平 
OVER 

移 和 展 缩 的 平均 而 出 现 ， 再 将 这 个 二 重 积分 变 成 级 数 ， 就 得 到 了 
EA VWa- y >0, yR) 的 极 特殊 原子 分 解 . 

下 面 就 是 这 个 分 解 的 细节 . 


引 理 14 RAŽ YA 


WO CL + 1x1)" *, | wx)dx=0, 
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IW(x- y) — W(x) lran <Coly| Cyl S1), 
则 只 要 ax) 满足 (7.4) 和 (7.5), EA 


N= | OR <C,, (7.10) 
其 中 ，C 仅 依赖 于 C, MEX n. 
我 们 首先 用 特殊 原子 的 正则 性 及 函数 火 的 振动 性 来 控制 


| IQ.al, € , BW O(y)= la(x)—a(x— y)l vay: 4 |y| 之 1 时， 


有 O(y)<2, m | O(y)lyl "dy <1. 
PES 
然后 ， 从 Da = | (a(x) -ah 0) dy 知 loal, 


< fo o Dr. Ria, A 


yed <s C une 
[won Dr (Iyi <1) 


1 
dt C? 
YON — < r 21), 
这 一 切 就 给 出 
i 
[1o an £t <clal, +c| o(y)ly| "dy S2C. 
0 lyf sd 
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再 考虑 | loal 4, x, ARMELE VAME 
过 来 了 ， 写 出 

 Qa(x)= Z —y)a(y)dy =t" [ve (x= y))a(y)dy, 
以 及 


IQal,=r |gatrotéx 


用 十 Raman, X, HW | lool, A nae 
计算 


dt 
L'(d x) + To 


| lee- ty)— W(x))a(y)dy 


设 0(y)= lyx- y- Wx, MWA | Py) <C log(2 +|yl), 
由 此 ， 就 可 以 用 
c [lacoste 十 |ybdy 


控制 1 
| væ- D- VOM walaonidy 于， 


下 面 是 我 们 需要 的 第 二 个 结果 . 
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引 理 15 设 E 是 一 个 Banach 空间 ( 它 的 模 记 为 | - |), 
4c= 巨 是 一 个 有 界 集 . 假设 存在 一 个 局 部 紧 的 空间 使 得 对 任 
意 xEE， 都 有 表达 式 


x= | S(@)dH(®), (7.11) 
KP, f:Q— 4 是 连续 函数 ， 而 kA 是 一 个 实 值 或 复 值 的 Radon 


测度 ， 它 的 全 测度 lalc lx. CG 是 一 个 常数 ， 则 对 所 有 xE, 
存在 分 解 式 


x=}, 4a,, a€A, (7.12) 
其 中 


D |4,|<2C,. (7.13) 


Heb, AS: Q— 4 是 有 界 连续 函数 ， 所 以 可 以 用 
Riemann 和 代替 积分 | f OO). HR BE x=) La ty, 其 中 
Q 0 
FASC, Iyl < id. 29881 (7.12), RARE. 
再 回 到 分 解 特殊 原子 成 为 极 特殊 原子 这 个 问题 上 . BE fl 满 
Æ (7.4) 与 (7.$) ， 则 从 引 理 14 得 出 {| jw (x, Dax oe <C. x 


就 给 Calderon 恒等式 以 如 下 解释 . Be EEZ fa] R x (0, 00), 
用 do) 表示 测度 w(x, dx 于 ， 我 们 已 得 到 对 它 全 测度 的 控制 
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T. (1D) PH BR fo) Breve '(x—y), BE BREM QE g 
AM BS, Mo=(, JE f 的 连续 性 是 因为 HHA REE, 
且 积 分 为 零 的 函数 属于 多 由 此 就 能 得 到 所 要 的 多 HAASE 
H. 最 后 ，4 正好 就 是 所 有 函数 f(t Hy) (t, y= 的 
集合 . 

”我 们 来 把 定理 10 证 完 . 容易 适当 地 选择 几 例如 ， 在 一 维 


时 ， 可 以 选择 少 如 下 ; 当 0<x< 本 i, Vo=; 42 <x<1 


Af, YOoo=—-1; 4 xf00, Dat, VO)=0. 这 样 ， 上 述 推理 仍然 有 
效 . 从 而 ， 我 们 借助 G. de. Souæ M10. Neil 的 “特殊 原子 ”得 
到 了 所 BRA. 

在 模 的 平移 和 展 缩 不 变 这 点 上 ， 空 间 B ! 很 像 空 间 LR) 
”在 定义 Br 的 等 价 模 中 ， 我 们 特意 选择 了 (7.7) 的 原子 分 解 所 得 
到 的 模 、 LR, E EB, B gG)=rS (x+x) 人 >0，xFER) M 
lgl=lf ll. 关于 B ! 的 第 二 点 说 明 是 ， 包 含 关 系 QR RY, 
其 中 久 是 积分 值 为 零 的 试验 晒 数 构成 的 拓扑 向 量 空间 . 因此 ， 
Br 的 最 小 性 质 就 是 : BRAS 44, HERRE LERNER 
有 的 齐 性 的 最 小 Banach 空间 . BA SRE a, 则 最 小 Banach 
空间 是 LR’). | 

这 个 最 小 性 质 来 源 于 定理 10， 事 实 上， 只 要 在 及 中 选择 
就 行 了 . | | 
最 后 ， 我 们 提 到 但 不 证 明 下 :与 单 峰 代数 之 间 的 联系 . 一 个 
KAS 属于 Gauss 单 峰 代数 ， 当 且 仅 当 它 的 所 有 =n 阶 导 数 
Of 属于 '. 这 个 性 质 容易 从 Besov 空间 的 小 波 系数 的 模 的 刻 
RIRE). 第 10 节 将 给 出 这 个 刻 划 ， 建 议 读者 参阅 那里 . 


8. Bloch 空间 Bo = 


最 初 ，Bloch 空间 被 定义 为 上 半 平 面 1z>0 上 满足 
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supy | jaI<oo Hea /S DAS. 同样 ， 上 半 平 面 全 纯 
KÆ g(z) 属于 Bergman 空间 ， 当 且 仅 当 | Ig (dxdy<%. 由 


{y>0} 
| frdx=2| |+ e+ i)ydxdy 
R" 


定义 Bloch 空间 与 Bergman © ARJ SE ERY, FI DT UE Bergman 
5 fal HX) KE RÉ Bloch 空间 . 
这 些 空间 与 它们 的 实 对 应 相差 不 远 . EE, HÆ Hilbert 


E, P= LEH 就 是 从 LR) 到 全 纯 Hardy 空间 HER) 的 正 交 


投影 算 子 . 

容易 证 明 ，P 可 以 延 拓 成 从 B? (R) 到 Bergman 空间 上 的 映 上 
的 线性 连续 算 子 . 确切 地 说 ， 每 个 下 :中 的 函数 可 以 唯一 地 写 
成 f=g+h， 其 中 ，g 和 有 属于 上 半 面 的 Bergman 空间 . f 5 g 的 
Fourier 变换 [与 9 有 以 下 关系 4E >0 时 ， flE)=9(£); % 
< <0 时，g( € )=0. 

回 到 “ 实 ”" 的 空间 BP, HAF. À %( 轿 是 分 布 S 的 


小 波 系 数 ， 而 80D /的 小 波 系数 ， 则 <S, =LA. d 


样 ， 就 可 以 用 小 波 级 数 研 究 共 轿 性 . 如果 记 BY se MH Bs 
(在 研究 Besov 空间 时 ， 将 说 明 这 种 记 法 是 有 理由 的 ) 那么 分 布 
SEBS? Æ EWE S 的 小 波 系数 上 的 条 件 A) < CL AEA) HI RI 
的 . 故 分 布 SEBS ”的 小 波 级 数 有 如 下 形式 : 


S= E Lele, j, KW'@x-k), 


其 中 IE, j, kisec, WY ELA) TH E E e e A 
波 . 
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在 一 维 时 ， 分 布 SEBS 5 Zygmund RRR FMEA. 下 
面 是 说 明 这 一 点 的 有 趣 的 方法 . 

Zygmund 类 函数 F(x) 是 用 OF (xt+h) + F(x—h) -2F()I<Ch 
OER, h>0) RIN. 我 们 引入 一 个 特殊 原子 a); 在 [x 一 h, x) 


上 ， 它 取 值 : 在 [x x+h) 上， ERË- -r 由 分 部 积 


分 ， 得 到 KF aS = ， 既 然 这 些 特 殊 原 子 ( 由 凸 组合 以 及 用 模 


为 1 的 系数 去 作 乘 法 ) 生 成 空间 及 '， 我 们 就 知道 了 所 RSE HE 
与 Zygmund 类 的 函数 的 导数 相 重合 . 


9. 线性 连续 算 子 T. Br ' BHA 


设 VAEA) 是 由 正则 人 性 指标 r>1 的 LR) 多 分 辩 率 分 析 构 造 
出 来 的 小 波 正 交 基 . 重要 的 是 能 够 简单 地 给 出 线性 连续 算 子 T 
B? 一 BY! 的 相应 怎 阵 M=(G( da rien xa 的 特征 刻 划 . 

实际 上 ， TA, À)=(TV;, W)=<TV,, P). 而 这 个 刻 划 是 由 以 
下 命题 给 出 的 . 


命题 6 ATTEB ' 上 的 连续 算 子 ， 当 且 仅 当 存 在 常数 C， 
使 得 对 所 有 XeA， 有 


PION Can 0.1) 


自然 ,4 与 j 的 关系 是 teA， 同 样 ，XeA.. 

该 命题 的 证 明 是 直接 的 .这 是 因为 (9.1) 表示 : 对 任意 AEA, 
TO YEB, 并 且 它 的 模 不 超过 C， 然 而 ， 函 数 27/0, HOA 
合 及 用 模 为 1 的 复数 作 乘 法 生成 了 B! 

VE 章 第 3 节 ， 将 用 到 下 面 的 推论 . 


推论 : RAF TACHA + T REB: LAA, WT 
是 LR) 连续 的 . 


事实 上 ， 我 们 有 
LG, 21278 c2, 
以 及 同样 有 


Ela, 412708 < C2". 


这 样 就 可 以 应 用 Schur 引 理 ， 进 而 归结 为 了 的 矩阵 M 在 RA) 
上 的 连续 性 . RAR 章 的 内 容 ， 建 议 读者 参考 该 处 . 


10， 小 波 与 Besov 空间 


对 齐 次 或 非 齐 次 Besov 空间 的 介绍 可 以 把 第 4 节 以 来 得 到 的 
.特殊 结论 综合 成 一 个 有 内 在 联系 的 整体 . Besov 空间 BS Æ Sobolev 
空间 H = Bs ? A1 Holder 空间 C= B} ”的 一 般 化 . 

首先 ， 用 小 波 系数 的 模 刻 划 非 齐 次 Besov 空间 B CHEN 
在 第 | 章 第 9 节 ). 

我 们 从 正则 性 指标 r 之 1 的 多 分 辩 率 分 析出 发 . 用 业 表示 相 
应 的 小 波 ， 它 的 指标 AeA. REAST ZNZ, WA AMT A 
上 的 一 组 正 交 基 . 

设 lsl<r 以 下 我 们 总 假设 这 个 条 件 成 立 . 这 时 ， 空 间 BH 
条 件 ECS XLR) 和 IDS 1, <e2 AR, He cere). 我们 用 下 
面 的 命题 来 转换 这 些 条 件 . 
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命题 7 存在 两 个 常数 C'>C>O0 HE MB pef, 


十 00] ,jEZ， 以 及 对 任意 属于 WHARA f= 2 9(4) 册 (x)， 有 


| | 1/p 
Clif h, £2227 La) <C I. 


这 个 结果 完全 可 以 用 第 本 章 第 5 节 引 理 9 的 同样 方法 证 明 . 
由 此 结果 ， 便 立即 得 到 Bt 的 以 下 刻 划 : FT A ER BS 都 
是 如 下 级 数 的 和 : 


SOFELE- +E Lai. 


它 满足 
© COUR < oo， (10.1) 
以 及 
(Zac) = 27527"027 Vne, (10.2) 
而 EEM(N). 


齐 次 Besov 空间 的 情形 是 类 似 的 . 这 时 用 ZE EN， 这 样 
AAO 就 不 参与 小 波 分 解 了 . 我 们 兽 称 9 为 “小 波 的 父亲 ”. 


我 们 将 用 Littlewood — Paley À #Æ 1=》 A 定义 齐 次 Besov 空 
间 ， 其 中 A 是 与 风 作 卷 积 的 算 子 (本 章 第 4 节 引 理 8) . 
当 s< ak s= D 但 g=1 时 ， 齐 次 Besov 空间 B: ° Æ K 
数 空间 ， 这 表明 Bs :是 s' R) 的 向 量子 空间 ， 并 且 包 含 关系 
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Bi “cy 人 9) 是 连续 的 ， 一 个 分 布 属于 BY, 当 且 仪 当 


依 拓扑 o(% 7), 部 分 和 DEL CEE (10.3) 
EA = 2" IA LR T iD. (10.4) 


例如 ， 4 s<— MN, HEF 1 的 函数 不 属于 Bb, 尽管 这 


时 对 所 有 的 Ez, A(1)=0. 

Hom Hotte» M, 六" 不 再 是 函数 空间 À 
时 ， 恒 等 于 1 BAART B: BECHARA SES TEH A žk 
一 样 . 设 0=s- = , RW BS 定义 为 齐 次 Holder 空间 C’ 的 
一 个 子 空间 .注意 到 IA GI SCIAN, SE, 25, 就 验证 了 

这 个 包含 关系 . 设 msN 是 5 的 整数 部 分 ，B5* 是 缓 分 布 1 模 去 


次 数 <m 的 多 项 式 的 空间 ， 其 中 了 RE: f= LA) 在 商 空 
的 收敛 意义 上 成 立 ， 并 且 IAG 川 =2-%%， 其 中 cere). 
4 — < s<r 时 ，Bx* 的 小 波 系数 的 确 有 意义 ， 这 是 因为 


对 |e] <r 的 a, fevseods= ost, 而 m<r. 
最 终 ，B: “的 元 f 是 满足 
ljp 
yanaua Y pacae) 一 e El (Z) (10.5) 


的 小 波 级 数 oA WAC) 的 和 、 
feB: 的 小 波 级 数 的 收敛 性 要 求 重 正规 化 . 事实 上 ， 满 足 
JEAG<0) 的 小 波 V 是 很 平 的 ， 当 s>n/p 时 ， 它 带 有 的 小 波 系数 
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又 以 指数 阶 趋向 于 无 穷 . 这 个 重 正规 化 与 在 齐 次 Holder 空间 的 
重 正规 化 是 一 样 的 ， 请 读者 自己 去 做 . 

在 结束 本 节 之 前 ， 让 我 们 考虑 第 亚 章 第 11 节 的 周期 小 波 这 
一 特殊 情形 . 


RM Og GB: ， 当 且 仅 当 


gitl . 
gisgiA/2-— ae jai") ero. (10.6) 
21 


显然 ， 不 再 有 此 结果 的 齐 次 形式 了 . 另外 ， 我 们 总 假设 满足 
条 件 |s| <r. 

例如 ， 设 序列 lx,| 是 组 变 的 ， 即 存在 常数 C， 使 得 当 m 所 2m 
Rm’ <2m 时 有 SCl 这样， 当 2<m<2*'Af, || — ©, 


条 件 (10.6) 就 变 成 了 5=242 **oERQ)， 即 这 个 特殊 的 小 波 级 数 是 
否 属于 B; “与 p 无 关 . 

确切 地 说 , 选 O,=2°7 7 2 (> 1D), 则 得 到 一 族 分 布 ,对 1 和 <p<o 
及 p>2, CRF B* '， 而 它们 中 的 任何 一 个 都 不 是 Radon WE. 


11. 全 纯 小 波 与 Botchkariev 定理 


RNA MBS ERR, ERT SH Hardy 空间 HR). 
又 属于 Schwartz 7 (A, # A 27 VOx-k) (EZ, ke 如 是 PA 
的 一 组 正 交 基 . 如 果 不 对 Wh ER OR, AA a 
REAN, RARE VO LP) MAT. RN 
择 完全 不 适用 于 已 知 的 应 用 . 

— 268 — 


REX FE SR À MEDU SH? 的 正 交 基 ， 而 追随 
Botchkariev 的 方法 构造 “ 双 蜂 小 波 ”， 
DE “JUNE” WRT RANA RS, HAE N 
H°(R) (0<p<©) 的 一 组 无 条 件 基 .. 
“ 下面 就 是 这 种 构造 的 细节 ， 从 Littlewood 一 Paley 小 波 基 
27 由 (2 一 k) 出 发 ， 我 们 记得 它们 构成 了 LR) 的 一 组 正 交 基 ， 而 


VQEg(R)， 并 且 业 是 实 值 的 ; (11.1) 
VO 支 于 = 和 je |< = Ti; (11.2) 
WI x)= W(x). (11.3) 


记 5: LR) + 天 全 是 由 (SS 让) (x) =f (一 为 定义 的 同 构 ， 则 

小 波 峭 ， 的 集合 在 8 作用 下 是 整体 不 变 的 . 我们 有 
S(Y J=V,., HP k*=-k-1. 

这 个 小 波 基 的 整体 对 称 性 是 从 (11.3) 得 到 的 . | 

REBABAMARN LR) 的 子 空 间 . 则 “ 双 蜂 小 波 ， 
NE But Vi) 构成 了 EE 的 一 组 重要 的 正 交 基 . 

AP LR) WA 表示 正 交 投 影 算 子 ， 它 可 以 由 Fourier 变 
换 定义 如 下 : i 


(Pf VEJES XE). 


1 (€20), 


FOP x(S =h (é <0). 


RH, VIP: E 一 MHR) 就 是 保 范 同 构 . 事实 上 ， 若 fE, 
j 的 Fourier 变换 /就 是 偶 函 数 ， 它 完全 由 它 在 (0,+%) 上 的 限制 定 
X. 
设 P=.r， 为 计算 x WE) ER IE =e P ol) 
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FEM JE o(cljeg (À À XARA (K LE, Æ 
Littlewood — Paley 小 波 这 种 特殊 情形 中 ， o(é ) 20). Hi, 


YQ) CD w(t jdt; 《 当 限 制 到 上 >0 时 ， 在 区 间 
3 


出 :. 和 (COe2 R, FFA .和 (加 = 和 (1 一 局 
定义 


ES Z |as, OC )=0; 并 且 是 无 穷 次 可 微 的 ， 由 此 得 


Fax) = 2/5 (x-k) (JEZ, kEZ), (11.4) 


则 对 k*=-k-1, HS =, (7 (ERAS sere, W 
了 (一 罗 也 属于 HA, J (Cx 的 Fourier RE f (2). 
我 们 想 证 明 下 面 的 定理 . 


定理 11 PAM +, tge (FZ, keZ) 是 HR) 的 一 组 正 交 基 ， 
也 是 任意 HR) 0<p< oo) 的 一 组 无 条 件 基 . 


显然 ， 和 定理 11 的 第 一 个 结论 可 以 从 “ 双 峰 小 波 ” 的 构造 得 出 . 
为 了 证 明 第 二 个 结论 ， 任 意 找 一 列 AGA) GEZ，keZ)， 只 要 求 
AG, ISC. RA 


Tri tre) = ÀC, kA tA p) 


EXT H > H, ARER TEH (0<p<%) 上 的 有 界 算 子 ， 
则 就 证 完了 第 二 个 结论 . | 

为 了 证 明了 在 Hr* 上 的 连续 性 ， 我 们 再 次 使 用 第 证 BH 
Calderon 一 Zygmund 定理 ， 更 确切 地 说 ， 再 用 这 章 第 3 节 的 命题 4. 

在 函数 ¢ +7, 的 双 峰 的 情形 ， 事 情 更 简单 . 函数 .了 (9 W 
Esos (ax), KRFS 4.00 = -4,(-). 

我 们 来 计算 算 子 工 的 分 布 核 Tx, y), CE 
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T(x,y) = L AONA A) + FC XG) + Ha D). 
(11.5) 

在 展开 乘积 时 ， 得 到 两 个 分 布 ， 分 别 记 为 Tix, y) 和 Tix, — y), 
这 两 个 分 布 定义 了 两 个 算 子 T A T, 容易 验证 区 和 工 是 满足 
命题 4 的 条 件 的 Calderon — Zygmund € F. 

定理 11 证 毕 ， 现 在 我 们 给 出 上 述 结 果 的 周期 形式 ， 用 它 可 
以 证 明 Wojtasczcyk 和 Botchkariev 的 定理 (C237)，[520)). 

回 到 Littlewood — Paley 的 小 波 基 . 用 


g (0) = VPY Wix+l-—k) GEN, O<k <2/) 


(11.6) 
定义 周期 小 波 . 则 序列 1, Dow Fiw dir Gow 2,15 Jao Ia, 是 
L? [0, 1) 的 一 组 正 交 基 . | 

此 外 ，9g) : (x) 是 实 值 的 ， 它 的 图 形 关 于 x=k2 +277 对 
FF. 

À J L'[0, 1] 一 LD, LÆRE JS =f (1 一 区 定义 的 西 
算 子 ， 则 JG: = Gir 其 中 k*=—k—1+2 换言之 ， Ago o) = Jo, o 
Rgio=g,. 

一 个 初等 的 计算 表明 ，g,,()= g(x 一 k2 i;)， 其 中 

a(x) = (27) 121m) PKR“ et 
= (27)-12-iny D(2kn2 "jet "i0 270 i 


事实 上 ， 因为 有 到 2<kI< + 2， 这 个 和 仅 由 有 限 项 组 成 . 
我 们 用 gX h WTF: 


h(x) = (27) 275 (kr2 jen (11.7) 
0 
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因此 A- D=. 
用 HCO, DER H MIRR Fourier 系数 为 零 的 [0,1] 函数 
构成 的 子 空间 . RAI, Æ (0, 1] 是 指 存在 Taylor 级 数 


FO=ÈC: 使 得 > icpP<m， 并 且 当 z=ewO<t<D 时 , 有 
ft)= Fe"). RIEA H 上 表示 在 |z| <1 上 满足 


1 
sup | eeeopar<a (11.8) 
0&r<1 0 


Ay 4 4H REX F(z) 所 组 成 的 Hilbert 空间 . 
用 G,=1, G=, 及 


G „(x)= +. 2 okr2-9cos( 2ka( 14 + 有 je 
(119) 


(m=27'+14+1, OSI< X) EM H HY — BM G (MEN). 


换 句 话说 ， G „m = PG. + 9; x) M P. L— HÉEVHENX 
f. | 


定理 12 序列 G, mN) 是 每 个 WO<p<©) 的 无 条 件 基 ， 
并 且 是 代数 4(D) 的 Schauder #. 


代数 4(D) 是 由 在 单位 开 圆 盘 上 全 纯 、 在 单位 有 图 盘 连 续 的 
KAAR. FEAD), W f(t)=F(e**") CER) 是 在 全 直线 上 
连续 的 周期 函数 ， 并 且 它 的 所 有 负 指 标的 Fourier 系数 为 零 ( 反 之 
亦 然 ) . 

第 一 个 结论 的 证 明 是 已 给 出 的 非 周 期 情形 证 明 的 适当 修改 
“( 留 给 读者 去 做 ) . 

第 二 个 结论 的 证 明 有 新 的 令 人 感 兴趣 的 东西 . 
— 272 一 


对 geN, $ E: LO, > LIO, 1 表示 由 


EU )=(, 1)1 + (7, go.0)g96.0 + À » (CF, 9;x)9;x 


Sjeqdsk <2! 


定义 的 了 的 小 波 级 数 的 部 分 和 算 子 . 

已 知 (第 亚 章 定理 5): 若 fo 是 周期 为 1 的 整个 实 直 线 上 的 
连续 函数 ， 则 Ef) BARA f. 

因此 ， 我 们 考虑 算 子 Oo: WS HW, CHEE 


o(f )= 7, 1)i + +f, (CEA ICEYE 
使 用 关系 式 G。= P(r tg), gir = NAg) BH 
o (f )=PE,(f )+ PE (JN-(, 11. (11.10) 


为 了 证 明 当 4 BFEARN, 0, ) — SRE, Rx S 
是 三 角 多 项 式 这 种 情形 加 以 验证 (三 角 多 项 式 即 函数 el (IEN) 
的 有 限 线性 组 合 )， 同 时 要 证 明 算 子 9,: 4(D) -> A(D) 的 模 是 
一 致 有 界 的 . 

验证 第 一 件 事 十 分 简单 . 事实 上 ， 当 JJ 是 三 角 多 项 式 时 ， 由 


(11.9), G, 的 频率 就 满足 À << À 2, 只 要 m 充分 大 ， 就 


有 (1 Gn) =0. 
第 二 个 验证 依赖 于 下 面 的 命题 所 述 的 性 质 ， 该 性 质 并 不 显 
然 . 


mas 在 由 实 直线 上 周期 为 1 的 顺 数 组 成 的 Banach 空间 
H, LAFE, PÉ—-KA FA. 


我 们 先 承 认 这 个 结果 ， 把 定理 IES, À f EAD) W 
PE )=E,PU )- LE, PIf= EQ )— [E P], 
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因此 ， 存 在 常数 C， 使 得 对 ADA 
1PE (让 1。< CH lle. 


下 面 考虑 (11.10) 中 的 右边 第 二 项 . 我们 有 FOE Ge 


因此 PJf=c, 故 PE Uf )= E, PAS )= LE, PJ =co— [Ep PIJ ; 
从 而 对 AD), | 


(PE Ns SCIS lle. 


(11.10) 中 的 最 后 一 项 不 需要 任何 证 明 . 为 了 证 完 定 理 12， 应 
该 考虑 任意 的 部 分 和 | 

sWN=LU. G m)G m- (11.11) 

我 们 应 该 证 明 ， 算 子 Sy: A(D)> 4(D) 的 模 一 致 有 界 . 已 经 

知道 : 当 N=2 R, Sy =o; 当 2< 六 和 2 时， 我 们 要 控制 误 

ED Sv 一 0; ER AR Gu。(“ 双 峰 小 波 ?) 的 局 部 性 这 一 优点 ， 就 有 


< C29? (11.12) 


的 


其 中 ，C 是 一 个 常数 . 由 此 得 出 : 当 2 < 六 和 2” 时， 


>, [Ga (x) 


2 <m <2! 


| 2eti 
o<C sup IG, LIX 1G. 
3 e+! 21 


"am <2 


Yo. G m)G m lf la SC. 


© 


定理 12 证 毕 . 只 需 补 证 命题 8. 
AAT 章 的 等 式 (11.1)， 周 期 化 后 ， 它 可 以 写成 


E, = Ss + M,A, + A.M; ': 


其 中 ，5S, 关 一 个 不 必 显 式 写 出 的 卷 积 算 子 ， 而 M, 是 用 expt? x) 
逐 点 作 乘法 的 算 子 ，A, 是 一 个 卷 积 算 子 , 它 满足 A(e 7-12 16). 
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e**(€ enz), Tin(c)#—-* DRPRXE |- 4 , -+| 


3 

上 的 函数 . 

因此 , A,P=PA,=0, PM,A,=M.,A,, 同样 地 ,， PA M:'=0, 
AM 'P=AM,'. 

& JG, E,P—PE,=4,M;'-M,4,, XAT BF PH GS 
一 个 都 是 L°(R") 上 的 有 界 算 子 . | 

上 述 证 明 不 需 变动 就 可 用 到 在 开 圆 盘 四 <1 SA, AAA 
中 和 1 上 属于 C" 类 的 全 纯 郴 数 的 代数 ACD) 上. G mN Æ 4,0) 
的 一 组 Schauder 基 . 


12. 结论 


注意 到 : 所 有 结果 都 显示 , NE VAA) 好 象 是 算 子 Kn 
的 特征 函数 , 而 相应 的 特征 值 为 2 这 样 就 综述 了 本 章 的 结果 . 
同样 地 ， 一 切 也 显得 小 波 似乎 从 Haar 系 的 强 正 交 性 那里 受益 . 
即 若 EV, M FRIAR AH RH, AeA) LF TER” 
于 F(f ) 的 . 我 们 用 一 个 例子 来 说 明 这 点 . 为 了 计算 Da, 在 
LER) 中 的 模 ， 我 们 对 这 个 级 数 作 s 阶 分 数 次 微分 ， 考 虑 到 上 
述 有 启发 性 的 说 明 ， 就 得 到 D 0,20). BEHA do) 420) 


在 二 中 的 模 ， 我 们 把 它 写 成 lg*(x)g(x)*dx. 这 又 导致 积分 


IC, 4,, 43, 4)= | da CP CE: XP (x) x. 


由 “ 强 正 交 性 *， 除 非 A= H =, RA =A, A=, ob, OIA, 

À,, À, 4)=0， 最 后 ， 为 计算 积分 cor Vol dx 的 值 ， 考 

虑 到 小 波 的 局 部 性 ， 用 2 ORE EC, HE LC 是 与 WW; 有 
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关 方 体 的 特征 函数 . 那么 ， 除 非 OA co) ER QANA, 4 


他 or Vi Cobax=0; 而 在 那 两 种 情形 ， 该 积分 变 为 


inf (IQ (2), 1Q(4))2"0 +. 
这 个 富有 启发 性 的 考虑 恰好 给 出 了 定理 2 所 述 的 结论 . 
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